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Íåîáõîäèìàÿ áàçà äëÿ èçó÷åíèÿ òåîðèè ÷èñåë çàêëàäû-
âàåòñÿ åù¼ â íà÷àëüíîé øêîëå, à ê îêîí÷àíèþ 6 êëàññà
øêîëüíèêè óæå âëàäåþò îñíîâíûìè ñâîéñòâàìè äåëèìî-
ñòè, çíàþò ïðèçíàêè äåëèìîñòè, ïîíèìàþò îòëè÷èå ïðî-
ñòûõ ÷èñåë îò ñîñòàâíûõ. Â òî æå âðåìÿ êëþ÷åâûå ïîíÿ-
òèÿ è èäåè òåîðèè ÷èñåë äàþòñÿ â êàêîé-òî ñòåïåíè ðàç-
ðîçíåííî, à â ñòàðøèõ êëàññàõ âîîáùå ÷àùå âñåãî íå çà-
òðàãèâàþòñÿ (è óæ òåì áîëåå íå óãëóáëÿþòñÿ). Èìåííî ïî
ýòîé ïðè÷èíå â ïðåäëàãàåìîì ïîñîáèè äåëàåòñÿ ïîïûòêà
ñîáðàòü âîåäèíî îñíîâíûå èäåè, ìåòîäû, ïîíÿòèÿ, çàêîíî-
ìåðíîñòè òåîðèè ÷èñåë, îáñóäèòü èõ íà îñíîâå ïðèìåðîâ è
êîíòðïðèìåðîâ, çàäà÷ è òåîðåì.

Ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ ïåäàãîãîâ,
îñóùåñòâëÿþùèõ îáó÷åíèå øêîëüíèêîâ 5�7 êëàññà (ïåð-
âûé è âòîðîé ãîä îáó÷åíèÿ) â ðàìêàõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îáú-
åäèíåíèé. Èäåè è ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ ïîäêðåïëÿþòñÿ
ïîäðîáíî ðàçîáðàííûìè ïðèìåðàìè çàäà÷ èç ðàçëè÷íûõ
îáëàñòåé ìàòåìàòèêè, äîïîëíÿþòñÿ óïðàæíåíèÿìè äëÿ ñà-
ìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ, ïðè ýòîì îòìå÷àþòñÿ âîçìîæ-
íûå òðóäíîñòè, âîçíèêàþùèå ïðè èçó÷åíèè ìåòîäîâ ðåøå-
íèÿ çàäà÷.
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1 Ââåäåíèå

Ñ èçó÷åíèåì íàòóðàëüíûõ è öåëûõ ÷èñåë â ñðåäíåé øêîëå ñâÿ-
çàí äîñòàòî÷íî èíòåðåñíûé ïàðàäîêñ. Ñ îäíîé ñòîðîíû, óæå ñ ïåð-
âîãî êëàññà øêîëüíèêè ó÷àòñÿ âûïîëíÿòü àðèôìåòè÷åñêèå îïå-
ðàöèè ñ íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè, èçó÷àþò ïðîñòåéøèå àëãîðèòìû
(íàïðèìåð, âûïîëíåíèå àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé ¾â ñòîëáèê¿),
ñòàëêèâàþòñÿ ñ îñíîâíûìè ñâîéñòâàìè äåëèìîñòè. Äà è â õîäå
ðåøåíèÿ çàäà÷ øêîëüíèêè íåÿâíî óáåæäàþòñÿ, ÷òî ñàìè íàòó-
ðàëüíûå ÷èñëà ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóþò ñâîåìó íàçâàíèþ: íàòó-
ðàëüíûå � òî åñòü åñòåñòâåííûå, ïðèðîäíûå, ïðîèñõîäÿùèå åñòå-
ñòâåííûì ïóò¼ì ïðè íåîáõîäèìîñòè ïîäñ÷èòûâàòü ïðåäìåòû (õîòÿ
âðÿä ëè çàäóìûâàþòñÿ îá ýòèìîëîãèè ñëîâà ¾íàòóðàëüíûå¿). Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ïîñëå çíàêîìñòâà â 6 êëàññå ñ îñíîâíûìè ñâîé-
ñòâàìè äåëèìîñòè äî îêîí÷àíèÿ 11 êëàññà ê âîïðîñó îá èçó÷åíèè
ñâîéñòâ öåëûõ ÷èñåë øêîëüíèêè íå âîçâðàùàþòñÿ. Â ðåçóëüòàòå
â ñòàðøèõ êëàññàõ óäèâèòåëüíûì îêàçûâàåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî äàæå
ïðîñòûå çàäà÷è ïî òåîðèè ÷èñåë (òî åñòü ñâÿçàííûå ñ àíàëèçîì
ñâîéñòâ òåõ ñàìûõ åñòåñòâåííûõ íàòóðàëüíûõ è öåëûõ ÷èñåë) âû-
çûâàþò çà÷àñòóþ íåðàçðåøèìûå òðóäíîñòè.

Âìåñòå ñ ýòèì èçó÷åíèå ñâîéñòâ òàêèõ ïðîñòûõ è îäíîâðåìåí-
íî òàêèõ ñëîæíûõ îáúåêòîâ êàê öåëûå ÷èñëà ÿâëÿåòñÿ ïðåêðàñ-
íûì ñðåäñòâîì èçó÷åíèÿ îáùèõ ïîíÿòèé è ìåòîäîâ, ôîðìèðî-
âàíèå íàâûêîâ ëîãè÷ñêîãî ìûøëåíèÿ, à òàêæå âîñïèòàíèÿ ìàòå-
ìàòè÷åñêîé êóëüòóðû. Øêîëüíèêè ñòàëêèâàþòñÿ ñ íîâûìè äëÿ
ñåáÿ ïîíÿòèÿìè (íàïðèìåð, ïîíÿòèåì ïðîñòîãî ÷èñëà), îñâàèâà-
þò èõ è ó÷àòñÿ èñïîëüçîâàòü â ðåøåíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷.
Íà ïðèìåðå îáîñíîâàíèÿ ñâîéñòâ öåëûõ ÷èñåë îñâàèâàþòñÿ îáùå-
ìàòåìàòè÷åñêèå èäåè, ïðèíöèïû è ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâ: ìåòîä
äîêàçàòåëüñòâà îò ïðîòèâíîãî, ïåðåáîð âàðèàíòîâ, ïîäáîð ïðèìå-
ðîâ è êîíòðïðèìåðîâ, à òàêæå èäåè, ëåæàùèå â îñíîâå ìåòîäà
ìàòåìàòè÷åñêèé èíäóêöèè. Íàêîíåö, äëÿ ñàìûõ ðàçíîîáðàçíûõ
çàäà÷ öåëûå ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûì ¾ìàòåðèàëîì¿ � ýòî è
ñòàíäàðòíûå ó÷åáíûå çàäàíèÿ, è íåñòàíäàðòíûå ìàòåìàòè÷åñêèå
çàäà÷è (èíîãäà èõ ëþáÿò ñíàáæàòü ïðèëàãàòåëüíûì ¾îëèìïèàä-
íûå¿). Ïîýòîìó ïî âîçìîæíîñòè ê èçó÷åíèþ öåëûõ ÷èñåë è èõ
îñíîâíûõ ñâîéñòâ ðåêîìåíäóåòñÿ ïåðèîäè÷åñêè âîçâðàùàòüñÿ â
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òå÷åíèå âñåãî ïðîöåññà îáó÷åíèÿ â øêîëå. Ýòèì íå òîëüêî ñãëà-
æèâàåòñÿ óïîìÿíóòàÿ âûøå ïðîáëåìà ñ èãíîðèðîâàíèåì öåëî÷èñ-
ëåííûõ çàäà÷ è ñâîéñòâ öåëûõ ÷èñåë â ñòàðøèõ êëàññàõ, íî è
ôîðìèðóåòñÿ íåîáõîäèìàÿ áàçà äëÿ äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ ðÿäà
äèñöèïëèí â âûñøåé øêîëå.

Ñ íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè ñâÿçàí è òàêîé òðóäíûé ìîìåíò: îíè
êàæóòñÿ íàñòîëüêî åñòåñòâåííûìè, à èõ ñâîéñòâà � íàñòîëüêî
ïðèâû÷íûìè, ÷òî ïðè äîêàçàòåëüñòâå ìàòåìàòè÷åñêèõ óòâåðæäå-
íèé ñàìè âîïðîñû ¾Ïî÷åìó ýòî âåðíî? Îòêóäà ýòî ñëåäóåò? Ïî-
÷åìó âûïîëíÿåòñÿ ýòî ñâîéñòâî äåëèìîñòè?¿ íå ïðîñòî íå ïîëó-
÷àþò êîððåêòíîãî îòâåòà, íî è âîîáùå íå âîçíèêàþò. Îäíàêî âàæ-
íî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü, ÷òî âñå ñâîéñòâà äàæå òàêèõ ïðèâû÷íûõ
îáúåêòîâ � ýòî íå ðåçóëüòàò êàêîé-òî ¾äîãîâîð¼ííîñòè ìåæäó
ìàòåìàòèêàìè¿, à ñëåäñòâèå èç îñíîâíûõ îïðåäåëåíèé (ïðè÷¼ì
òàêèå, êîòîðûå ìîæíî äîêàçàòü íà äîñòóïíîì øêîëüíèêàì ÿçû-
êå). Êàæäîå òàêîå îáîñíîâàíèå ÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûì øàãîì
ê òîìó, ÷òîáû ïîêàçàòü ìàòåìàòèêó íå êàê íàáîð óñëîâíîñòåé, èñ-
êóññòâåííûõ ïðàâèë è ðàçðîçíåííûõ ôàêòîâ, à èìåííî êàê êðàñè-
âóþ íàóêó, â êîòîðîé äàæå ñàìûå ñëîæíûå ôàêòû ïîëó÷àþòñÿ íå
ïî óêàçàíèþ ó÷èòåëÿ èëè àâòîðà ó÷åáíèêà, à ¾ïî÷òè èç íè÷åãî¿
ñ ïîìîùüþ àêêóðàòíûõ è ñòðîãèõ ëîãè÷åñêèõ ïåðåõîäîâ, îáîñíî-
âàíèé, äîêàçàòåëüñòâ è âûâîäîâ. Â øêîëå ýòó çàäà÷ó ÷àñòè÷íî
ðåøàåò êóðñ ãåîìåòðèè íà îñíîâå àêñèîìàòè÷åñêîãî ïîäõîäà (ñ 7
êëàññà), îäíàêî è áîëåå ìëàäøèõ øêîëüíèêîâ ðàçóìíî çíàêîìèòü
ñ òàêèì îáùåìàòåìàòè÷åñêèì ïîäõîäîì � è çäåñü òåîðèÿ ÷èñåë
îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî óäîáíûì ñðåäñòâîì.

Êîíå÷íî, âñå ýòè ñòðîãèå âûâîäû, ïåðåõîäû, äîêàçàòåëüñòâà
äîëæíû ïîÿâëÿòüñÿ ïîñòåïåííî è âîçíèêàòü åñòåñòâåííûì ïóò¼ì
ïðè ðåøåíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷. Ïðèíöèïèàëüíî âàæíî îòìå-
÷àòü, ÷òî ëþáûå èñïîëüçóåìûå óòâåðæäåíèÿ (ñâîéñòâà) äîëæíû
áûòü äîêàçàíû, à åñëè ÷òî-òî íå áûëî äîêàçàíî, òî äîëæíî áûòü
ñòðîãî îáîñíîâàíî ïîçæå. Â ëþáîì ñëó÷àå èçó÷åíèå âñåõ ñâîéñòâ
íàòóðàëüíûõ è öåëûõ ÷èñåë äîëæíî ñîïðîâîæäàòüñÿ ðåøåíèåì
áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷. Çàäàíèÿ ïîäáèðà-
þòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âñå èõ ìîæíî áûëî ðåøèòü, îïèðàÿñü
íà äîêàçàííûé ê òåêóùåìó ìîìåíòó ìàòåðèàë. Âàæíî òðåáîâàòü
îò øêîëüíèêîâ àêêóðàòíî îáîñíîâûâàòü âñå ëîãè÷åñêèå ïåðåõî-
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äû, ïðèó÷àÿ ê ¾÷èñòîòå¿ ðåøåíèÿ. Áåçóñëîâíî, äàæå îò íàèáîëåå
ìîòèâèðîâàííûõ øêîëüíèêîâ ýòîãî âîçðàñòà (5-6 êëàññ) îáû÷íî
íå ïðèõîäèòñÿ îæèäàòü ïîëíûõ è ÷åòêèõ äîêàçàòåëüñòâ. Îäíàêî
âàæíî ïîêàçàòü øêîëüíèêàì, ÷òî åñëè îíè íå áóäóò ðàññóæäàòü
äîñòàòî÷íî ñòðîãî, òî ìîãóò ïðîïóñòèòü âàæíûé ïðèìåð, à ýòî íå
ïîçâîëèò ñ÷èòàòü èõ ðåøåíèå âåðíûì. Ïîýòîìó êðîìå íåñêîëüêèõ
¾ðàçìèíî÷íûõ¿ çàäà÷ íóæíî èìåòü íåñêîëüêî çàäà÷ ñ íåîæèäàí-
íûì ðåçóëüòàòîì (íàïðèìåð, ñ íåñêîëüêèìè îòâåòàìè).

Ñ ó÷¼òîì óïîìÿíóòûõ ïðèíöèïîâ, â ïîñîáèè òðàäèöèîííî ïðåä-
ëàãàåòñÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî çàäà÷, íà îñíîâå êîòîðûõ ñòðîèòñÿ
îáñóæäåíèå è îáùèõ ñâîéñòâ äåëèìîñòè, à òàêæå îñíîâíûõ ïîíÿ-
òèé òåîðèè ÷èñåë. ×àñòü èç ýòèõ çàäà÷ ñíàáæåíà ïîäðîáíûìè ðå-
øåíèÿìè è âàðèàíòàìè ðàññóæäåíèé (õîòÿ ñàìè øêîëüíèêè ñïî-
ñîáíû ïðåäëîæèòü åùå áîëåå íåîæèäàííûå âàðèàíòû), ñîäåðæèò
ññûëêè íà íàèáîëåå âàæíûå èäåè äîêàçàòåëüñòâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íà îñíîâå ðàçîáðàííîãî ìàòåðèàëà â êîíöå
êàæäîãî ðàçäåëà ïðèâîäÿòñÿ âîçìîæíûå âàðèàíòû êîìïëåêòîâ çà-
äà÷ äëÿ ðàáîòû âî âðåìÿ çàíÿòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îáúåäèíåíèÿ
(êðóæêà, ôàêóëüòàòèâà), à òàêæå äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ
äîìà. Ýòè êîìïëåêòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â òîì ÷èñëå êàê
îñíîâà äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ïîäáîðêè çàäà÷ äëÿ êîíêðåòíîé ó÷åá-
íîé ãðóïïû (â òîì ÷èñëå äëÿ ïîäãîòîâêè ëèñòêà ñ çàäàíèÿìè äëÿ
âûäà÷è âî âðåìÿ çàíÿòèÿ, åñëè èñïîëüçóåòñÿ ¾ñèñòåìà ëèñòî÷-
êîâ¿). Çäåñü ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíîãî
íàáîðà çàäà÷, ýôôåêòèâíîãî äëÿ èçó÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé òåìû
ñ ëþáîé ãðóïïîé îáó÷àþùèõñÿ. Íàïðèìåð, ìëàäøèå øêîëüíèêè â
ëèñòêå ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì çàäàíèé çà÷àñòóþ õâàòàþòñÿ çà
âñ¼ ïîäðÿä è âìåñòî ïîñëåäîâàòåëüíîãî èçó÷åíèÿ òåìû ïîëó÷à-
þò ÷òî-òî íåâðàçóìèòåëüíîå � èì ëó÷øå ïðåäúÿâëÿòü çàäàíèÿ
áîëåå ìåëêèìè ¾ïîðöèÿìè¿. Òàêæå ÷àñòî îïðàâäàííûì ÿâëÿåòñÿ
ôîðìèðîâàíèå êîìïëåêòîâ çàäàíèé ïîâûøåííîé ñëîæíîñòè äëÿ
íàèáîëåå ñèëüíûõ ó÷àùèõñÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îáúåäèíåíèÿ èëè
êîìïëåêòîâ äîïîëíèòåëüíûõ çàäà÷ äëÿ òåõ, êòî äîñòàòî÷íî õîðî-
øî îñâîèë òåêóùóþ òåìó. Äëÿ ýòîãî â êàæäîì ðàçäåëå ïðèâîäèòñÿ
ñïèñîê çàäà÷, êîòîðûé ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ äîïîëíåíèÿ èëè
ìîäèôèêöèè êîìïëåêòîâ çàäàíèé.
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2 Äåëèìîñòü: îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Ïîíÿòèå äåëèìîñòè � ýòî îäíî èç îñíîâíûõ ïîíÿòèé àðèô-
ìåòèêè è òåîðèè ÷èñåë. Ìû áóäåì ãîâîðèòü î äåëèìîñòè öåëûõ
÷èñåë è â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ � î äåëèìîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ñ
ìëàäøèìè øêîëüíèêàìè ïîëåçíî îáñóäèòü, êàê èìåííî îíè ïîíè-
ìàþò ñëîâî ¾äåëèòñÿ¿. Íàïðèìåð, îêàçûâàþòñÿ ïîëåçíûìè òàêèå
âîïðîñû:

� Âåðíî ëè, ÷òî 42 äåëèòñÿ íà 7? À íà 6? À íà 8?
� Êàê ìû îïðåäåëèëè, ÷òî 42 äåëèòñÿ íà 6 è 7, íî íå äåëèòñÿ

íà 8?
� Ìîæíî ëè ïðèäóìàòü òàêîå öåëîå ÷èñëî, ÷òî îíî äåëèòñÿ íà

3, à åñëè åãî óìíîæèòü íà 2 � òî óæå íå äåëèòñÿ?
� Ìîæíî ëè ïðèäóìàòü òàêîå öåëîå ÷èñëî áîëüøåå 10, ÷òî îíî

äåëèòñÿ íà 6, à åñëè åãî ðàçäåëèòü íà 2 � òî óæå íå äåëèòñÿ?
Ïîìèìî ïåðå÷èñëåííûõ, äëÿ ðàçìèíêè óäîáíû òàêèå óïðàæíå-

íèÿ íà ïîñòðîåíèå ïðèìåðîâ öåëûõ ÷èñåë ñ çàäàííûìè ñâîéñòâà-
ìè:

Óïðàæíåíèå 1.

à) Íàéäèòå äâóçíà÷íîå ÷èñëî (õîòÿ áû îäíî), ÷òîáû îíî äåëè-

ëîñü íà 4, íî íå äåëèëîñü íà 6.

á) Íàéäèòå äâóçíà÷íîå ÷èñëî (õîòÿ áû îäíî), ÷òîáû îíî äåëè-

ëîñü íà 4 è íà 14, íî íå äåëèëîñü íà 8.

â) Íàéäèòå öåëîå ÷èñëî (õîòÿ áû îäíî), ÷òîáû îíî äåëèëîñü

íà 6 è íà 10, íî íå äåëèëîñü íà 4.

Óïðàæíåíèå 2.

à) Íàéäèòå òðè öåëûõ ÷èñëà, êàæäîå èç êîòîðûõ äåëèòñÿ íà 12.

á) Íàéäèòå ÷åòûðå öåëûõ ÷èñëà, êàæäîå èç êîòîðûõ äåëèòñÿ

íà 2, íî íå äåëèòñÿ íà 4.

â) Íàéäèòå òðè öåëûõ ÷èñëà, êàæäîå èç êîòîðûõ äåëèòñÿ íà 2

è íà 3, íî íå äåëèòñÿ íà 12.

Èòàê, äàäèì ïðåäñòàâëåíèå î äåëèìîñòè íà ìíîæåñòâå öåëûõ
÷èñåë. Öåëîå ÷èñëî a äåëèòñÿ íà öåëîå ÷èñëî b, êîòîðîå îòëè÷íî
îò íóëÿ, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå öåëîå ÷èñëî (îáîçíà÷èì åãî k), ÷òî
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ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî a = b · k. Â ýòîì ñëó÷àå òàêæå ãîâîðÿò,
÷òî b äåëèò a. Ïðè ýòîì öåëîå ÷èñëî b íàçûâàåòñÿ äåëèòåëåì
÷èñëà a, öåëîå ÷èñëî a íàçûâàåòñÿ êðàòíûì ÷èñëà b, öåëîå ÷èñëî
q íàçûâàþò ÷àñòíûì.

Åñëè öåëîå ÷èñëî a äåëèòñÿ íà öåëîå ÷èñëî b â óêàçàííîì âû-
øå ñìûñëå, òî ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî a äåëèòñÿ íà b íàöåëî. Ñëîâî
¾íàöåëî¿ â ýòîì ñëó÷àå äîïîëíèòåëüíî ïîä÷åðêèâàåò, ÷òî ÷àñò-
íîå îò äåëåíèÿ öåëîãî ÷èñëà a íà öåëîå ÷èñëî b ÿâëÿåòñÿ öåëûì
÷èñëîì. Øêîëüíèêè ìîãóò ñàìè ïåðåñïðîñèòü ¾äåëèòñÿ íàöåëî?¿
èëè ¾áåç îñòàòêà?¿ � ëó÷øå çàðàíåå ïðåäóïðåäèòü, ÷òî â çàäà-
÷àõ íà äåëèìîñòü öåëûõ ÷èñåë âñåãäà áóäåò èäòè ðå÷ü èìåííî ïðî
äåëèìîñòü íàöåëî, áåç îñòàòêà.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ äëÿ äàííûõ öåëûõ ÷èñåë a è b íå ñóùå-
ñòâóåò òàêîãî öåëîãî ÷èñëà k, ïðè êîòîðîì ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
a = b · k. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ãîâîðÿò, ÷òî öåëîå ÷èñëî a íå äåëèòñÿ
íà öåëîå ÷èñëî b (ïðè ýòîì èìååòñÿ â âèäó, ÷òî a íå äåëèòñÿ íà b
íàöåëî, áåç îñòàòêà). Îäíàêî â ýòèõ ñëó÷àÿõ ïðèáåãàþò ê äåëåíèþ
öåëûõ ÷èñåë ñ îñòàòêîì.

Óïðàæíåíèå 3. Ìîæíî ëè ïîäîáðàòü òàêîå öåëîå ÷èñëî k,
÷òîáû áûëî âåðíûì ðàâåíñòâî:

à) 96 = 12 · k
á) 96 = 11 · k
â) −528 = −6 · k
ã) −528 = 6 · k
ä) −528 = 9 · k

Ìîæíî ëè ñêàçàòü, ÷òî ÷èñëî 528 äåëèòñÿ íà 6? À äåëèòñÿ ëè îíî

íà −6? À íà 9?

Íà ýòîì ýòàïå äîñòàòî÷íî âàæíî ïîêàçàòü øêîëüíèêàì
ñâÿçü ìåæäó ïîíÿòèåì äåëèìîñòè öåëîãî ÷èñëà a íà öåëîå
÷èñëî b è âîçìîæíîñòüþ åãî ïðåäñòàâëåíèÿ â âèäå a = b ·k.

Îáñóæäàÿ îïðåäåëåíèå äåëèìîñòè öåëûõ ÷èñåë, ïîëåç-
íî íàïîìíèòü è ïîíÿòèå ÷¼òíîñòè: öåëîå ÷èñëî a íàçûâà-
åòñÿ ÷¼òíûì, åñëè îíî äåëèòñÿ íà 2. Ðàçóìíî ýòî òàêæå
äîïîëíèòü è áîëåå ñëîæíûì îïðåäåëåíèåì: öåëîå ÷èñëî a
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íàçûâàåòñÿ ÷¼òíûì, åñëè åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
a = 2 · k, ãäå k � öåëîå ÷èñëî.

Óïðàæíåíèå 4. Ïîäáåðèòå òàêîå öåëîå ÷èñëî k, ÷òîáû áûëî

âåðíûì ðàâåíñòâî:

à) 96 = 2 · k
á) 528 = 2 · k
â) −528 = 2 · k

Ìîæíî ëè ñêàçàòü, ÷òî ÷èñëà 96, 528 è −528 � ÷¼òíûå?

2.1 Êàâåðçíûé âîïðîñ î äåëèìîñòè

Ðàç óæ ïîø¼ë ðàçãîâîð î äåëèìîñòè è ÷¼òíîñòè, õîòå-
ëîñü áû îñòàíîâèòüñÿ íà îäíîì êàâåðçíîì âîïðîñå. Çàòðóä-
íåíèÿ ñ îòâåòîì íà ýòîò âîïðîñ ÷àñòî èñïûòûâàþò íå òîëü-
êî øêîëüíèêè, íåäàâíî çàêîí÷èâøèå íà÷àëüíóþ øêîëó, íî
äàæå ñòóäåíòû, ïîðîé ñòàðøèõ êóðñîâ. Èòàê, ñàì âîïðîñ:

0 � ýòî ÷¼òíîå ÷èñëî?

Êàçàëîñü áû, íè÷òî íå ïðåäïîëàãàëî ïðîáëåì. Ïðîñòî
ïî îïðåäåëåíèþ ÷¼òíîñòè: 0 � ÷¼òíîå ÷èñëî, ïîòîìó ÷òî
äåëèòñÿ íà 2 (ìîæíî äîáàâèòü ñëîâà ¾áåç îñòàòêà¿, íî ýòî
ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñàìî ñîáîé). Ïðè æåëàíèè ìîæíî óòî÷-
íèòü: åñëè 0 ðàçäåëèòü íà 2, òî ïîëó÷èòñÿ 0, à îñòàòêà íåò.
Òàêæå ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ âòîðûì îïðåäåëåíèåì ÷¼ò-
íîñòè: 0 � ÷¼òíîå ÷èñëî, ïîòîìó ÷òî åãî ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå 0 = 2 · k, ãäå k � öåëîå ÷èñëî (äåéñòâèòåëüíî,
0 = 2 · 0).

Òåì íå ìåíåå, ðåäêî ïðè îáñóæäåíèè ýòîãî âîïðîñà óäà-
¼òñÿ ñðàçó ïîëó÷èòü åäèíîãëàñíûé ïðàâèëüíûé îòâåò ñ
êîððåêòíûì îáúÿñíåíèåì. Íà ýòîì ýòàïå êðàéíå èíòåðåñíî
âûñëóøàòü è (âîçìîæíî, íå ñðàçó) îáñóäèòü âñå ïðåäúÿâ-
ëÿåìûå øêîëüíèêàìè àðãóìåíòû, ïîñêîëüêó îíè ñïîñîáíû
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âñêðûòü êàê ïîëíîå íåïîíèìàíèå íåêîòîðûõ êëþ÷åâûõ ïî-
íÿòèé, òàê è ïðîñòî íåóâåðåííîå îáðàùåíèå ñî ìàòåìàòè-
÷åñêèìè îïðåäåëåíèÿìè. Ïðè ýòîì ÷åì äîëüøå óäàñòñÿ íå
ñòàâèòü òî÷êó ðåøèòåëüíûì ¾ó÷èòåëü ñêàçàë¿ � òåì ëó÷-
øå. Ïðîêîììåíòèðóåì çäåñü ëèøü ÷àñòü ðåïëèê øêîëü-
íèêîâ, âñòðåòèâøèõñÿ ïðè îáñóæäåíèè ýòîãî êàâåðçíîãî
âîïðîñà.

� 0 íå äåëèòñÿ íà 2, ïîýòîìó íå ÿâëÿåòñÿ ÷¼òíûì.
� Ïðàâäà? À ñêîëüêî ïîëó÷èòñÿ, åñëè 0 ðàçäåëèòü íà 2?
� Ïîëó÷èòñÿ 0.
� À ïî÷åìó òîãäà íå äåëèòñÿ íà 2?

Ýòî äîñòàòî÷íî õîðîøèé ñëó÷àé, ïîòîìó ÷òî øêîëüíèê
îò÷¼òëèâî ñâÿçûâàåò ÷¼òíîñòü ñ äåëèìîñòüþ íà 2, è ïîýòî-
ìó åìó íóæíî òîëüêî ïîìî÷ü ïîíÿòü, ïî÷åìó æå 0 íà 2
âïîëíå õîðîøî äåëèòñÿ.

� Íà 0 âîîáùå íåëüçÿ äåëèòü!
� Âåðíî. Íî çäåñü è íå ñïðàøèâàåòñÿ, ìîæíî ëè 2 ðàçäå-
ëèòü íà 0. Âîïðîñ áûë: 0 � ýòî ÷¼òíîå ÷èñëî?

Çäåñü ìû ñòàëêèâàåìñÿ ñ òåì, ÷òî øêîëüíèêè ïðèó÷è-
ëèñü ê ôðàçå ¾íà 0 äåëèòü íåëüçÿ¿ äî òàêîé ñòåïåíè, ÷òî
íàëè÷èå ðÿäîì ñ ÷èñëîì 0 ïðîèçâîäíûõ îò ñëîâà ¾äåëèòü¿
âûçûâàåò íåêîòîðóþ íàñòîðîæåííîñòü.

� Òàê âåäü 0 åù¼ è íà 3 äåëèòñÿ!
� Âåðíî. À åù¼ íà 5. Òàê êàêîå ýòî ÷èñëî � ÷¼òíîå èëè
íåò?
� È ÷¼òíîå, è íå÷¼òíîå îäíîâðåìåííî.
� Ïî÷åìó ÷¼òíîå è íå÷¼òíîå?
� Ïîòîìó ÷òî íà 2 è íà 3 äåëèòñÿ.
� ×èñëî 6 òîæå íà 2 è íà 3 äåëèòñÿ. Îíî òîæå ÷¼òíîå è
íå÷¼òíîå ñðàçó?
� Íåò. îíî ÷¼òíîå. Íî âåäü 0 ìîæíî íà ÷òî óãîäíî ïîäå-
ëèòü!
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� Âåðíîå. À íàñ ïîêà èíòåðåñóåò, ÷¼òíîå ëè îíî. À äëÿ
ýòîãî ìû äîëæíû ïðîâåðèòü äåëèìîñòü íà ÷òî?
� Íà 2. Íî 0 � âîîáùå íå íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

Ñ òåì, ÷òî 0 � íå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ñïîðèòü òðóäíî.
Îäíàêî ðàíüøå ýòî íàì íå ìåøàëî ïðîâåðÿòü ÷¼òíîñòü îò-
ðèöàòåëüíîãî ÷èñëà −528, î ÷¼ì ìîæíî øêîëüíèêàì ñðà-
çó è íàïîìíèòü. À âîò ñèòóàöèÿ, êîãäà íå÷¼òíîñòü ÷èñëà
¾îáîñíîâûâàåòñÿ¿ äåëèìîñòüþ íà íå÷¼òíûå ÷èñëà (íàïðè-
ìåð, íà 3 èëè íà 5) òðåáóåò èñïðàâëåíèÿ. Çäåñü íàìíî-
ãî ïðîùå äàòü âîçìîæíîñòü øêîëüíèêàì ñàìîñòîÿòåëüíî
ïîíÿòü, ÷òî ïðè ïðîâåðêå ÷¼òíîñòè ÷èñëà íàñ èíòåðåñóåò
òîëüêî äåëèìîñòü íà 2. À óïðîñòèòü íàïðàâëåíèå ìûñëåé
øêîëüíèêà â äàííîå ðóñëî ìîæíî èëè óäà÷íî ïîäîáðàí-
íûì êîíòðïðèìåðîì (íàïðèìåð, êàê âûøå áûëî ñäåëàíî ñ
÷èñëîì 6), èëè çàäà÷åé íà ñàìîñòîÿòåëüíûé ïîäáîð êîíòð-
ïðèìåðà (íàïðèìåð, ¾ïðèäóìàéòå ÷¼òíîå ÷èñëî, êîòîðîå
äåëèòñÿ åù¼ è íà 5¿).

� ×èñëî 0 � ÷¼òíîå, ïîòîìó ÷òî çàêàí÷èâàåòñÿ íà 0.
� Òîãäà çàìêíóòûé êðóã êàêîé-òî ïîëó÷àåòñÿ: ÷òîáû ïðî-
âåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè 0 ÷¼òíûì ÷èñëîì, ìû óæå äîëæíû
çíàòü, ÷¼òíûé îí èëè íåò.

Îòìåòèì, ÷òî íåêîòîðûå óìóäðÿþòñÿ âûøåïðèâåä¼í-
íûì ðàññóæäåíèåì ¾äîêàçàòü¿ è òî, ÷òî 0 � íå÷¼òíîå ÷èñ-
ëî. Â ëþáîì ñëó÷àå, ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå øêîëüíè-
êîâ íà òî, ÷òî åñëè íàì íóæíî ÷òî-òî äîêàçàòü, òî ïîëüçî-
âàòüñÿ ýòèì ìû íå èìååì ïðàâà.

� 0 � ýòî íè ÷¼òíîå, íè íå÷¼òíîå ÷èñëî.
� Ïî÷åìó íè ÷¼òíîå, íè íå÷¼òíîå?
� Ïîòîìó ÷òî êàêîå-òî ñòðàííîå, íà âñ¼ äåëèòñÿ. Âîò è
äîãîâîðèëèñü åãî ñ÷èòàòü è íå ÷¼òíûì, è íå íå÷¼òíûì.

Àðãóìåíò ¾íè ÷¼òíîå, íè íå÷¼òíîå¿ çà÷àñòóþ âûÿâëÿåò
øêîëüíèêîâ, êîòîðûå çíàêîìû ñ îïðåäåëåíèåì ïðîñòîãî
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÷èñëà è ïîìíÿò óòî÷íåíèåì, ÷òî 1 íå ÿâëÿåòñÿ íè ïðî-
ñòûì, íè ñîñòàâíûì. Ýòî îïðåäåëåíèå ìîæíî, çàáåãàÿ âïå-
ð¼ä, îçâó÷èòü (è óáåäèòüñÿ, ÷òî àðãóìåíò íàâåÿí èìåííî
èì), íî àíîíñèðîâàòü, ÷òî ïðî òî, ïî÷åìó 1 óäîáíî íå ñ÷è-
òàòü íè ïðîñòûì, íè ñîñòàâíûì, âû ïîãîâîðèòå ÷óòü ïî-
ïîçæå, à ñåé÷àñ ñîâåðøåííî íåïîíÿòíî, çà÷åì äëÿ ÷èñëà
0 äåëàòü òàêîå óòî÷íåíèå. Â ëþáîì ñëó÷àå (â äàëüíåéøåì
ýòî ïîòðåáóåòñÿ ïðè çíàêîìñòâå ñ ïîíÿòèåì ïðîñòîãî ÷èñ-
ëà è îáñóæäåíèåì îïðåäåëåíèÿ) â ðàçãîâîðå îá óòî÷íÿþ-
ùèõ óñëîâèÿõ è èñêëþ÷åíèÿõ èç ïðàâèë êðàéíå îñòîðîæíî
ñëåäóåò ïðèáåãàòü ê àðãóìåíòàöèè òèïà ¾ìàòåìàòèêè òàê
äîãîâîðèëèñü¿ � áåç àêêóðàòíîãî îáúÿñíåíèÿ, ÷åì âûçâà-
íû ýòè äîïîëíèòåëüíûå îãîâîðêè è óòî÷íåíèÿ, ó øêîëüíè-
êîâ áóäåò ñêëàäûâàòüñÿ íåñêîëüêî ïðåâðàòíîå ïðåäñòàâëå-
íèå î ìàòåìàòèêå êàê íàóêå: ìîë, ìàòåìàòèêà � ýòî íàáîð
êàêèõ-òî èñêóññòâåííûõ, íåïîíÿòíûõ, íåîáúÿñíèìûõ ïðà-
âèë, ïî êîòîðûì ïî÷åìó-òî íóæíî äåéñòâîâàòü, íå çàäàâàÿ
ëèøíèõ âîïðîñîâ.

Íàêîíåö, ïîïàäàþòñÿ è øêîëüíèêè, êîòîðûå ÷¼òêî îçâó-
÷èâàþò îïðåäåëåíèå, íî íà ÷¼òêèé âûâîä èç íåãî ó íèõ íå
õâàòàåò ðåøèìîñòè. Íåêîòîðûå ìîãóò ïðîèçíåñòè: ¾×¼òíîå
÷èñëî � ýòî êîòîðîå äåëèòñÿ íà 2. ×èñëî 0 äåëèòñÿ íà 2. . . ¿
� íî ñäåëàòü çàâåðøàþùèé âûâîä èç óæå ïîñòðîåííîãî
ñèëëîãèçìà ñòåñíÿþòñÿ. Çäåñü, êîíå÷íî, ðàçóìíî ëèøíèé
ðàç ïðîãîâîðèòü, ÷òî íå íóæíî áîÿòüñÿ äåëàòü îøèáêè �
âîïðîñ äåéñòâèòåëüíî (êàê âûÿñíÿåòñÿ) íå ñàìûé ïðîñòîé.
À äàæå åñëè è ïðîñòîé, òî ïðîñòûå (íà ïåðâûé âçãëÿä)
óòâåðæäåíèÿ èíîãäà äîêàçûâàþòñÿ î÷åíü íåïðîñòî.

2.2 Ñâîéñòâà äåëèìîñòè

Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà äåëèìîñòè. Íåêîòîðûå èç
ýòèõ ñâîéñòâ äîêàçûâàþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëå-
íèÿ, à äëÿ äðóãèõ (äàæå íà ïåðâûé âçãëÿä î÷åâèäíûõ)
äîêàçàòåëüñòâî ïðè ïåðâîì ïðî÷òåíèè ìîæíî ïðîïóñòèòü.
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Â îáñóæäåíèè ñî øêîëüíèêàìè òàêèå ñâîéñòâà äîñòàòî÷íî
îçâó÷èòü è ïðîèëëþñòðèðîâàòü ïðèìåðàìè (è êîíòðïðèìå-
ðàìè, êîòîðûå áû ïîêàçàëè, ÷òî êàæäîå óñëîâèå â ñâîéñòâå
ÿâëÿåòñÿ âàæíûì, à áåç íèõ íå ðàáîòàåò).

Äëÿ óäîáñòâà ââåä¼ì (èëè íàïîìíèì) îáîçíà÷åíèå, êî-
òîðîå è øêîëüíèêàì ìîæíî ïîðåêîìåíäîâàòü èñïîëüçî-
âàòü äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè:

Çàïèñü a ... b (òðè òî÷êè) îçíà÷àåò, ÷òî öåëîå ÷èñ-
ëî a äåëèòñÿ (íàöåëî) íà öåëîå ÷èñëî b.

Àíàëîãè÷íî çàïèñü a /... b (çà÷åðêíóòûå òðè òî÷êè)
îçíà÷àåò, ÷òî öåëîå ÷èñëî a íå äåëèòñÿ íà b.

Òåïåðü ïåðåéä¼ì ê îñíîâíûì ñâîéñòâàì. Äîêàçàòåëü-
ñòâî íåêîòîðûõ ñâîéñòâ áàçèðóåòñÿ íà ýëåìåíòàðíûõ ïðå-
îáðàçîâàíèÿõ àëãåáðàè÷åñêèõ âûðàæåíèé, ïîýòîìó â ðà-
áîòå ñ ïÿòèêëàññíèêàìè (à íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ è ñ øåñòè-
êëàññíèêàìè) ñòðîãèå äîêàçàòåëüñòâà ìîæíî ïðîïóñòèòü,
îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå ðåêîìåíäóåòñÿ ðàññìîòðåòü íåñêîëü-
êî ïðèìåðîâ, íî îáÿçàòåëüíî îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî
âñå ýòè ñâîéñòâà áóäóò ñòðîãî äîêàçàíû.

Ñâîéñòâî 1. Åñëè a
... m è b

... m, òî (a+ b)
... m è (a− b)

... m.

H Åñëè a
... m, òî ÷èñëî a ìîæíî ïðåäñòàâèòü â òàêîì âèäå:

a = mk, ãäå k � öåëîå ÷èñëî.

Çàìå÷àíèå: â ýòîì ïîñîáèè ðå÷ü âñåãäà áóäåò èäòè î öåëûõ

÷èñëàõ, ïîýòîìó êîììåíòàðèè âèäà ¾ãäå k � öåëîå ÷èñëî¿ â

äàëüíåéøåì áóäåì ïðîïóñêàòü, îäíàêî ïðè ïðåäúÿâëåíèè äîêà-

çàòåëüñòâ ìîæíî ýòî îçâó÷èâàòü óñòíî.

Àíàëîãè÷íî, òàê êàê b
... m, òî b = mt.

Òîãäà a + b = mk + mt = m(k + t) � òî åñòü ÷èñëî a +
+ b ïðåäñòàâèëè êàê m, óìíîæåííîå íà öåëîå ÷èñëî k + t. Ïî

îïðåäåëåíèþ ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî (a+ b)
... m.

Àíàëîãè÷íî a− b = mk −mt = m(k − t), òî åñòü (a− b)
... m.

N
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Ñâîéñòâî 2. Åñëè a
... m, íî b /

... m, òî (a+ b) /
... m è (a− b) /

... m.

H
Óäîáíî äîêàçàòü ýòè ôàêòû îò ïðîòèâíîãî. Äîêàæåì äëÿ ñóì-

ìû, à äëÿ ðàçíîñòè õîä ðàññóæäåíèé àíàëîãè÷åí.

Ïóñòü a
... m è b /

... m. Äîêàæåì, ÷òî (a + b) /
... m. Ïðåäïîëîæèì

ïðîòèâíîå: ïóñòü (a + b)
... m. Òîãäà ïðåäñòàâèì ÷èñëî b â âèäå

ðàçíîñòè: b = (a+ b)− a. Íî ìû óæå äîêàçàëè (ñâîéñòâî 1), ÷òî
åñëè äâà ÷èñëà äåëÿòñÿ íà m, òî è èõ ðàçíîñòü äåëèòñÿ íà m.

Òîãäà b
... m, à ïî óñëîâèþ b /

... m. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå, êîòîðîå
è äîêàçûâàåò ñâîéñòâî.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî (a− b) /
... m.

N
Ïðèìåð 1. Èçâåñòíî, ÷òî a /

... m è b /
... m. Âñåãäà ëè âåðíî, ÷òî

(a+ b) /
... m? À âñåãäà ëè âåðíî, ÷òî (a− b) /

... m?

H
Ìëàäøèì øêîëüíèêàì ýòî çàäàíèå ëó÷øå ñôîðìóëèðîâàòü áåç

áóêâåííûõ îáîçíà÷åíèé: ¾Ìû äîêàçàëè, ÷òî åñëè äâà ÷èñëà äå-
ëÿòñÿ íà êàêîå-òî ÷èñëî, òî è èõ ñóììà òîæå íà íåãî äåëèòñÿ. À
åñëè îáà ÷èñëà íå äåëÿòñÿ íà êàêîå-òî ÷èñëî, òî ìîæíî ëè ñêàçàòü,
÷òî è ñóììà íå äåëèòñÿ?¿. Â ñëó÷àå çàòðóäíåíèé ñ âîñïðèÿòèåì
óñëîâèÿ çàäà÷ó ëó÷øå ðàçáèòü íà äâå, ìîæíî ñ ïðèìåðîì êîíêðåò-
íîãî äåëèòåëÿ: ¾Ïðèäóìàéòå äâà ÷èñëà, ÷òî îáà îíè íå äåëÿòñÿ
íà 7, è èõ ñóììà òîæå íå äåëèòñÿ íà 7¿ è ¾Ïðèäóìàéòå äâà ÷èñëà,
÷òî îáà îíè íå äåëÿòñÿ íà 7, íî èõ ñóììà äåëèòñÿ íà 7¿.

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ (äëÿ ñóììû è äëÿ ðàçíîñòè) îäíîçíà÷íîãî
îòâåòà, äåëèòñÿ èëè íå äåëèòñÿ, äàòü íåëüçÿ.

Äëÿ ñóììû: êàæäîå èç ÷èñåë 17 è 11 íå äåëèòñÿ íà 7, íî 17 +
+ 11 = 28 äåëèòñÿ íà 7. Îäíàêî åñëè ìû âîçüìåì ÷èñëà 17 è 13,
òî êàæäîå èç íèõ íà 7 íå äåëèòñÿ, è èõ ñóììà 17 + 13 = 30 òîæå
íå äåëèòñÿ íà 7. Òî åñòü, åñëè äâà ÷èñëà íå äåëÿòñÿ íà êàêîå-òî
òðåòüå, òî èõ ñóììà ìîæåò êàê äåëèòüñÿ íà ýòî òðåòüå ÷èñëî, òàê

è íå äåëèòüñÿ. Èíà÷å ãîâîðÿ, èç òîãî, ÷òî a /
... m è b /

... m, íåëüçÿ

ñäåëàòü îäíîçíà÷íîãî âûâîäà, ÷òî (a+ b) /
... m.

Àíàëîãè÷íî ïîäáèðàþòñÿ ïðèìåðû äëÿ ðàçíîñòè.

N
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Ñâîéñòâî 3. Åñëè a
... m è n � öåëîå ÷èñëî, òî an

... m.

H
Åñëè a

... m, òî ÷èñëî a ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå a = mk, ãäå
k � öåëîå ÷èñëî. Òîãäà an = (mk) · n = m · (kn), òî åñòü ÷èñëî
an ïðåäñòàâèëè êàê m, óìíîæåííîå íà öåëîå ÷èñëî kn, ïîýòîìó
an äåëèòñÿ íà m.

N
Ïðèìåð 2. Èçâåñòíî, ÷òî ïðîèçâåäåíèå äâóõ öåëûõ ÷èñåë a è

b äåëèòñÿ íà m. Âñåãäà ëè âåðíî, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ ÷èñåë

äåëèòñÿ íà m?

H
Íå âñåãäà. Íàïðèìåð, 3 · 4 = 12 äåëèòñÿ íà 6, íî íè 3, íè 4 íà

6 íå äåëÿòñÿ.

N
Ñâîéñòâî 4. Åñëè ab

... m, à ÷èñëà a è m âçàèìíî ïðîñòûå

(íå èìåþò îáùèõ íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé, êðîìå 1), òî b äåëèòñÿ
íà m.

H
Ôàêòè÷åñêè, ýòî ñâîéñòâî çàäà¼ò óñëîâèå, ïðè êîòîðîì îäèí

èç ìíîæèòåëåé ãàðàíòèðîâàííî äåëèòñÿ íà ÷èñëî, íà êîòîðîå äå-
ëèòñÿ ïðîèçâåäåíèå.

Â äàëüíåéøåì ýòî ñâîéñòâî áóäåò èñïîëüçîâàíî â äîêàçàòåëü-
ñòâå îñíîâíîé òåîðåìû àðèôìåòèêè � òî÷íåå, â äîêàçàòåëüñòâå
åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ ÷èñëà íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè.

Ïîêà ìîæíî åãî èñïîëüçîâàòü â ðåøåíèè çàäà÷ áåç äîêàçàòåëü-
ñòâà, à ñòðîãîå îáîñíîâàíèå äàòü ïîçæå (îäèí èç ñïîñîáîâ äîêà-
çàòåëüñòâà � ÷åðåç íåêîòîðûå ñëåäñòâèÿ èç àëãîðèòìà Åâêëèäà
äëÿ íàõîæäåíèÿ íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ).

N
Ñâîéñòâî 5. Åñëè a

... b è b
... c, òî a

... c.

H
Åñëè a

... b, òî ïî îïðåäåëåíèþ ÷èñëî a ìîæíî ïðåäñòàâèòü â

òàêîì âèäå: a = bk, ãäå k � öåëîå ÷èñëî. Åñëè b
... c, òî b ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå b = cn, ãäå n � öåëîå ÷èñëî. Íî òîãäà a =
= bk = cn · k = c · (nk), òî åñòü ÷èñëî a ïðåäñòàâèëè êàê c,
óìíîæåííîå íà êàêîå-òî öåëîå ÷èñëî nk, ïîýòîìó a äåëèòñÿ íà c.

N

14



Ïðèìåð 3. Èçâåñòíî, ÷òî a
... b, íî b /

... c. Âñåãäà ëè âåðíî, ÷òî

a /
... c?

H
Íå âñåãäà. Íàïðèìåð, 36

... 9, íî 9 /
... 2, òåì íå ìåíåå 36

... 2.

N
Ïðèìåð 4. Èç óòâåðæäåíèé ¾÷èñëî a äåëèòñÿ íà 2¿, ¾÷èñëî

a äåëèòñÿ íà 4¿, ¾÷èñëî a äåëèòñÿ íà 12¿ è ¾÷èñëî a äåëèòñÿ íà
24¿ òðè âåðíûõ, à îäíî íåâåðíîå. Êàêîå?

H
Åñëè ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå âåðíî, òî ïî ñâîéñòâó 5 áóäóò âåð-

íûìè òàêæå è ïåðâûå òðè óòâåðæäåíèÿ. Ïîýòîìó ïîñëåäíåå óòâåð-
æäåíèå íå ìîæåò áûòü âåðíûì.

N
Ñâîéñòâî 6. à) Åñëè äâà ÷èñëà îòëè÷àþòñÿ ìåíüøå ÷åì íà m

è îáà äåëÿòñÿ íà m, òî îíè ðàâíû.

á) Ðàçíèöà ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè ÷èñëàìè, äåëÿùèìèñÿ íà m,

ðàâíà m.

â) Ñðåäèm ïîäðÿä èäóùèõ öåëûõ ÷èñåë ðîâíî îäíî ÷èñëî äåëèòñÿ

íà m.

ã) Åñëè ïîäðÿä èä¼ò áîëüøåm öåëûõ ÷èñåë, òî ñðåäè íèõ íàéä¼òñÿ

äåëÿùååñÿ íà m.

2.3 Ýëåìåíòàðíûå çàäà÷è íà äåëèìîñòü

Ðàçáåð¼ì íåñêîëüêî ýëåìåíòàðíûõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ
ïîíÿòèåì äåëèìîñòè è ñâîéñòâàìè äåëèìîñòè ÷èñåë.

Ïðèìåð 5. Êîâáîé Áèëë çàø¼ë â áàð è ïîïðîñèë ó áàðìåíà

áóòûëêó âèñêè çà 3 äîëëàðà è øåñòü êîðîáêîâ íåïðîìîêàåìûõ

ñïè÷åê, öåíó êîòîðûõ îí íå çíàë. Áàðìåí ïîòðåáîâàë ñ íåãî 11

äîëëàðîâ 80 öåíòîâ (1 äîëëàð = 100 öåíòîâ), è â îòâåò íà ýòî Áèëë

âûòàùèë ðåâîëüâåð. Òîãäà áàðìåí ïåðåñ÷èòàë ñòîèìîñòü ïîêóïêè

è èñïðàâèë îøèáêó. Êàê Áèëë äîãàäàëñÿ, ÷òî áàðìåí ïûòàëñÿ åãî

îáñ÷èòàòü?

H
Ïåðâûé ñïîñîá. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî çà øåñòü êîðîáêîâ

ñïè÷åê áàðìåí ïîòðåáîâàë 11 äîëëàðîâ 80 öåíòîâ ìèíóñ 3 äîëëàðà
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(çà áóòûëêó) � èòîãî 8 äîëëàðîâ 80 öåíòîâ èëè ïðîñòî 880 öåíòîâ.

Òîãäà îäèí êîðîáîê ñïè÷åê ñòîèò 880 : 6 öåíòîâ, íî 880 /
... 6.

Âòîðîé ñïîñîá. Ñêîëüêî áû íè ñòîèëè ñïè÷êè, îáùàÿ ñóììà,
êîòîðóþ äîëæåí çàïëàòèòü Áèëë, äîëæíà äåëèòüñÿ íà 3: öåíà áó-
òûëêè äåëèòñÿ íà 3, è öåíà øåñòè êîðîáêîâ ñïè÷åê òîæå äåëèòñÿ
íà 3. Áàðìåí, îäíàêî, íàçâàë îáùóþ ñóììó, êîòîðàÿ íå äåëèòñÿ
íà 3. Çíà÷èò, ñóììà áûëà ïîäñ÷èòàíà íåâåðíî.

N
Ïðèìåð 6. à) Íàéäèòå òàêèå òðè ðàçëè÷íûõ ÷èñëà, ÷òî èõ

ñóììà äåëèòñÿ íà êàæäîå èç ýòèõ ÷èñåë. á) Íàéäèòå ÷åòûðå òàêèõ

÷èñëà. â) Íàéäèòå ïÿòü òàêèõ ÷èñåë. ã) Íàéäèòå âîñåìü òàêèõ

÷èñåë.

H
à) Íàïðèìåð, ÷èñëà 1, 2 è 3.

á) Íàïðèìåð, ÷èñëà 1, 2, 3 è 6.

â) Íàïðèìåð, ÷èñëà 1, 2, 3, 6 è 12.

ã) Íàïðèìåð, ÷èñëà 1, 2, 3, 6, 12, 24, 48 è 96.

Ïðèìå÷àíèå: ïåðåéäÿ îò çàäà÷è (à) ê çàäà÷å (á), à ïîòîì ê
çàäà÷å (â), øêîëüíèêè ñìîãóò îáíàðóæèòü çàêîíîìåðíîñòü � ïðè
æåëàíèè ìîæíî ïðèâåñòè ïðèìåð ñêîëü óãîäíî áîëüøîãî êîëè-
÷åñòâà ÷èñåë, â êà÷åñòâå î÷åðåäíîãî ÷èñëà âûáèðàÿ ñóììó âñåõ
ïðåäûäóùèõ (èëè ïðîñòî óäâîåííîå ïîñëåäíåå ÷èñëî).

N
Ïðèìåð 7. Â Òðîéíîì êîðîëåâñòâå èìåþò õîæäåíèå òîëüêî

ìîíåòû ïî 9 è ïî 15 çîëîòûõ. Äîêàæèòå, ÷òî òàêèìè ìîíåòàìè

íåëüçÿ íàáðàòü ñóììó â 200 çîëîòûõ.

H
Çàìåòèì, ÷òî 9 è 15 äåëÿòñÿ íà 3, ïîýòîìó ëþáàÿ ñóììà, íà-

áðàííàÿ òàêèìè ìîíåòàìè, òàêæå äåëèòñÿ íà 3. Îäíàêî 200 íå
äåëèòñÿ íà 3.

N
Ïðèìåð 8. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, äåñÿòè÷-

íàÿ çàïèñü êîòîðîãî ñîñòîèò èç òð¼õ îäèíàêîâûõ öèôð, äåëèòñÿ

íà 37.

H
Òàêîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà 111, à 111

... 37. Òîãäà ïî ñâîéñòâó 5
òàêîå ÷èñëî è ñàìî äåëèòñÿ íà 37.
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N
Ïðèìåð 9. Äåëèìîå â øåñòü ðàç áîëüøå äåëèòåëÿ, à äåëèòåëü

â øåñòü ðàç áîëüøå ÷àñòíîãî. ×åìó ðàâíû äåëèìîå, äåëèòåëü è

÷àñòíîå?

H
Ïîñêîëüêó äåëèìîå â 6 ðàç áîëüøå äåëèòåëÿ, çíà÷èò, ÷àñòíîå

ðàâíî 6. À òàê êàê äåëèòåëü â ðàç áîëüøå ÷àñòíîãî, çíà÷èò, îí
ðàâåí 36, à äåëèìîå, ñîîòâåòñòâåííî, ðàâíî 216.

N
Ïðèìåð 10. Â êîðîáêå ëåæàò ñèíèå, êðàñíûå è çåë¼íûå êàðàí-

äàøè. Âñåãî 20 øòóê. Ñèíèõ â 6 ðàç áîëüøå, ÷åì çåë¼íûõ, êðàñíûõ

ìåíüøå, ÷åì ñèíèõ. Ñêîëüêî â êîðîáêå êðàñíûõ êàðàíäàøåé?

H
Îáùåå ÷èñëî ñèíèõ è çåë¼íûõ êàðàíäàøåé äåëèòñÿ íà 7. Çíà-

÷èò, èõ 7 èëè 14. Â ïåðâîì ñëó÷àå êðàñíûõ êàðàíäàøåé 13 �
áîëüøå, ÷åì ñèíèõ. Çíà÷èò, âîçìîæåí òîëüêî âòîðîé âàðèàíò: 6
êðàñíûõ êàðàíäàøåé.

N
Ïðèìåð 11. à) Ìîæíî ëè ðàçëîæèòü 20 ìîíåò äîñòîèíñòâîì

â 1, 2, 3, . . . , 19, 20 ìóíãó ïî òð¼ì êàðìàíàì òàê, ÷òîáû â êàæäîì

êàðìàíå îêàçàëàñü îäèíàêîâàÿ ñóììà äåíåã? á) À åñëè äîáàâèòü

åùå îäèí òóãðèê? (Êàê èçâåñòíî, îäèí òóãðèê ðàâåí ñòà ìóíãó.)

H
à) Íàïðèìåð, ìîæíî â ïåðâûé êàðìàí ïîëîæèòü ìîíåòû äî-

ñòîèíñòâîì â 20, 19, 18 è 13 ìóíãó, âî âòîðîé êàðìàí � 17, 16,
15, 14 è 8 ìóíãó, è â òðåòèé êàðìàí � 12, 11, 10, 9, 7, 6, 5, 4, 3,
2 è 1 ìóíãó. Òàêèì îáðàçîì, â êàæäîì êàðìàíå îêàæåòñÿ ïî 70
ìóíãó. á) Îáùåå ÷èñëî ìóíãó ñîñòàâëÿåò 210 + 100 = 310 ìóíãó,
íî 310 íå äåëèòñÿ íà 3.

N
Ïðèìåð 12. Ïÿòèçíà÷íîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ íåðàçëîæèìûì,

åñëè îíî íå ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå äâóõ òð¼õçíà÷íûõ ÷è-

ñåë. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî íåðàçëîæèìûõ ïÿòèçíà÷íûõ

÷èñåë ìîæåò èäòè ïîäðÿä?

H
Ñàìîå ìàëåíüêîå ÷èñëî, ïðåäñòàâèìîå â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

äâóõ òð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë, ýòî 100 · 100 = 10000. Ñëåäóþùåå òà-
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êîå ÷èñëî: 100 · 101 = 10100, ïîýòîìó ÷èñëà 10001, 10002, . . . ,
10099 � íåðàçëîæèìûå. Òàêèì îáðàçîì, óêàçàíî 99 èäóùèõ ïîä-
ðÿä íåðàçëîæèìûõ ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë.

Áîëüøå, ÷åì 99 íåðàçëîæèìûõ ÷èñåë èäòè ïîäðÿä íå ìîæåò:
êàæäîå ñîòîå ïÿòèçíà÷íîå ÷èñëî îêàí÷èâàåòñÿ íà äâà íóëÿ, çíà-
÷èò, åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ òð¼õçíà÷íîãî
÷èñëà íà 100.

N
Ïðèìåð 13. Ïðî ñåìü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë èçâåñòíî, ÷òî ñóììà

ëþáûõ øåñòè èç íèõ äåëèòñÿ íà 5. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäîå èç ýòèõ

÷èñåë äåëèòñÿ íà 5.

H
Ïóñòü äàííûå ÷èñëà a, b, c, d, e, f , g, à S � èõ ñóììà. Çàìåòèì,

÷òî ñóììà ëþáûõ øåñòè èç ýòèõ ÷èñåë � ýòî ñóììà âñåõ ÷èñåë
ìèíóñ îñòàâøååñÿ ÷èñëî. Ïîýòîìó ïî óñëîâèþ ÷èñëà S− a, S− b,
S − c, S − d, S − e, S − f è S − g, äåëÿòñÿ íà 5. Çíà÷èò, è ñóììà
ýòèõ ÷èñåë � à îíà ðàâíà 7S − (a + b + . . . + g) = 7S − S = 6S
äåëèòñÿ íà 5. Íî òîãäà (ïî ñâîéñòâó 4 � òàê êàê 6 è 5 âçàèìíî
ïðîñòû) è S äåëèòñÿ íà 5.

Èòàê, äîêàçàëè, ÷òî ñóììà âñåõ ÷èñåë äåëèòñÿ íà 5. Íî òîãäà
÷èñëî a = S − (S − a). À ðàç S è S − a äåëÿòñÿ íà 5, òî è èõ
ðàçíîñòü (÷èñëî a) äåëèòñÿ íà 5. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
íà 5 äåëÿòñÿ è îñòàâøèåñÿ ÷èñëà � b, c, d, e, f , g.

N
Ïðèìåð 14. Íà ñêëàäå ëåæàëî íåñêîëüêî öåëûõ ãîëîâîê ñûðà.

Íî÷üþ ïðèøëè êðûñû è ñúåëè 10 ãîëîâîê, ïðè÷åì âñå åëè ïîðîâ-

íó. Ó íåñêîëüêèõ êðûñ îò îáæîðñòâà çàáîëåëè æèâîòû. Îñòàëüíûå

7 êðûñ ñëåäóþùåé íî÷üþ äîåëè îñòàâøèéñÿ ñûð, íî êàæäàÿ êðû-

ñà ñìîãëà ñúåñòü âäâîå ìåíüøå ñûðà, ÷åì íàêàíóíå. Ñêîëüêî ñûðà

áûëî íà ñêëàäå ïåðâîíà÷àëüíî?

H
Ïóñòü âñåãî áûëî k êðûñ (k > 7), òîãäà êàæäàÿ ñúåëà â ïåðâóþ

íî÷ü ïî 10/k ãîëîâîê ñûðà. Âî âòîðóþ íî÷ü êàæäàÿ êðûñà ñúåëà
âäâîå ìåíüøå, òî åñòü 5/k ãîëîâîê. Âñå 7 êðûñ ñúåëè òåì ñàìûì
35/k ãîëîâîê. Ýòî öåëîå ÷èñëî. Åäèíñòâåííûé äåëèòåëü ÷èñëà 35,
ïðåâûøàþùèé 7, � ñàìî ÷èñëî 35. Ïîýòîìó 35/k = 1, è âñåãî íà
ñêëàäå äî íàøåñòâèÿ êðûñ áûëî 10 + 1 = 11 ãîëîâîê ñûðà.
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N
Ïðèìåð 15. Ñóìàñøåäøèé êàññèð ìåíÿåò ëþáûå äâå ìîíåòû

íà ëþáûå òðè ïî âàøåìó âûáîðó, à ëþáûå òðè � íà ëþáûå äâå.

Ñìîæåò ëè Ïåòÿ îáìåíÿòü ó íåãî 100 ìîíåò äîñòîèíñòâîì 1 ðóáëü

íà 100 ìîíåò äîñòîèíñòâîì 1 ôîðèíò, îòäàâ åìó ïðè îáìåíå ðîâíî

2016 ìîíåò?

H
Åñëè Ïåòÿ ìåíÿåò äâå ìîíåòû íà òðè, òî êîëè÷åñòâî ìîíåò ó

íåãî óâåëè÷èâàåòñÿ íà îäíó. Ïóñòü îí ïðîèçâ¼ë N òàêèõ îáìåíîâ,
òîãäà îí îòäàë êàññèðó 2N ìîíåò. ×òîáû ñîõðàíèòü îáùåå ÷èñëî
ìîíåò, Ïåòÿ âûíóæäåí ñîâåðøèòü ñòîëüêî æå îáìåíîâ òð¼õ ìîíåò
íà äâå. Ïðè ýòîì îí îòäàñò êàññèðó åù¼ 3N ìîíåò. Âñåãî îí îò-
äàñò, òàêèì îáðàçîì, 2N + 3N = 5N ìîíåò. Íî 2016 íå äåëèòñÿ
íà 5.

N
Ïðèìåð 16. Èçâåñòíî, ÷òî âûðàæåíèå 14x + 13y äåëèòñÿ íà

11 ïðè íåêîòîðûõ öåëûõ x è y. Äîêàæèòå, ÷òî 19x + 9y òàêæå

äåëèòñÿ íà 11 ïðè òàêèõ x è y.

H
19x+9y = 11(3x+2y)−(14x+13y). Îñòàëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ

ñâîéñòâàìè 1 è 3.

N
Ïðèìåð 17. Íà äîñêå çàïèñàëè 20 ïåðâûõ ÷èñåë íàòóðàëüíî-

ãî ðÿäà. Êîãäà îäíî èç ÷èñåë ñòåðëè, òî îêàçàëîñü, ÷òî ñðåäè

îñòàâøèõñÿ ÷èñåë îäíî ÿâëÿåòñÿ ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì âñåõ

îñòàëüíûõ. Íàéäèòå âñå ÷èñëà, êîòîðûå ìîãëè áûòü ñòåðòû.

H
Îòâåò: 1 èëè 20.

Ïåðâûé ñïîñîá. Ñóììà ïåðâûõ äâàäöàòè ÷èñåë íàòóðàëüíîãî
ðÿäà ðàâíà 210 (ìîæíî óñòàíîâèòü äàæå ïðîñòûì ñóììèðîâàíè-
åì). Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè îäíî èç íèõ ñòåðòî, òî ñóììà S îñòàâ-
øèõñÿ ÷èñåë óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó 190 6 S 6 209. Ñðåäíåå
àðèôìåòè÷åñêîå îñòàâøèõñÿ ÷èñåë ðàâíî S : 19. Ïî óñëîâèþ, ýòî

� íàòóðàëüíîå ÷èñëî, çíà÷èò, S
... 19. Íà îòðåçêå [190, 209] åñòü

ðîâíî äâà òàêèõ ÷èñëà: 190 è 209. Åñëè S = 190, òî ñòåðëè ÷èñëî
20, à åñëè S = 209, òî ñòåðëè åäèíèöó.

Âòîðîé ñïîñîá. (äëÿ øêîëüíèêîâ, çíàêîìûõ ñî ñâîéñòâàìè
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ñðåäíåãî àðèôìåòè÷åñêîãî) Çàìåòèì, ÷òî ìîãëè ñòåðåòü êàê íàè-
áîëüøåå èç çàïèñàííûõ ÷èñåë, òàê è íàèìåíüøåå. Äåéñòâèòåëüíî,
â ïåðâîì ñëó÷àå ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå îñòàâøèõñÿ ÷èñåë ðàâ-
íî (210 − 20) : 19 = 10, à âî âòîðîì � (210 − 1) : 19 = 11. Ïðè
ñòèðàíèè ëþáîãî äðóãîãî ÷èñëà ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå îñòàâ-
øèõñÿ áóäåò áîëüøå 10, íî ìåíüøå 11, òî åñòü íå öåëûì. Òàêèì
îáðàçîì, íèêàêîå äðóãîå ÷èñëî íå ìîãëî îêàçàòüñÿ ñòåðòûì.

N
Ïðèìåð 18. (äëÿ 7-8 êëàññà) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ëþáîì íàòó-

ðàëüíîì n ÷èñëî n2 + 8n+ 15 íå äåëèòñÿ íà n+ 4.
H
n2 +8n+15 = (n+4)2− 1. Òàê êàê (n+4)2 äåëèòñÿ íà n+4,

à 1 íå äåëèòñÿ (ïðè íàòóðàëüíûõ n), òî ïî ñâîéñòâó 2 ðàçíîñòü íå
äåëèòñÿ íà n+ 4.

N

2.4 Çàäàíèÿ äëÿ øêîëüíèêîâ

Â ýòîì ðàçäåëå ïðåäëàãàåòñÿ êîìïëåêò çàäàíèé äëÿ èñ-
ïîëüçîâàíèÿ íà çàíÿòèè ìàòåìàòè÷åñêîãî îáúåäèíåíèÿ ïî
òåìå ¾Îñíîâû òåîðèè ÷èñåë: äåëèìîñòü¿. Çàäàíèÿ áóäóò
ðàçäåëåíû íà ãðóïïû: äëÿ ðåøåíèÿ íà çàíÿòèè (âîçìîæíî
äàæå äëÿ âûäà÷è êîìïëåêòà çàäàíèé øêîëüíèêàì) è äëÿ
ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ äîìà.

Äåëèìîñòü ÷èñåë - 1

(Äëÿ ó÷àùèõñÿ 1 ãîäà îáó÷åíèÿ â ãðóïïàõ 5-6 êëàññîâ.)

Çàäàíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ íà çàíÿòèè

1. à) Íàéäèòå äâóçíà÷íîå ÷èñëî (õîòÿ áû îäíî), êî-
òîðîå äåëèòñÿ íà 4, íî íå äåëèòñÿ íà 6.

á) Íàéäèòå äâóçíà÷íîå ÷èñëî (õîòÿ áû îäíî), êî-
òîðîå äåëèòñÿ íà 4 è íà 6, íî íå äåëèòñÿ íà 8.

â) Íàéäèòå öåëîå ÷èñëî (õîòÿ áû îäíî), êîòîðîå äå-
ëèòñÿ íà 6 è íà 10, íî íå äåëèòñÿ íà 4.
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2. à) Íàéäèòå òðè öåëûõ ÷èñëà, êàæäîå èç êîòîðûõ
äåëèòñÿ íà 12.

á) Íàéäèòå ÷åòûðå öåëûõ ÷èñëà, êàæäîå èç êîòî-
ðûõ äåëèòñÿ íà 2, íî íå äåëèòñÿ íà 4.

â) Íàéäèòå òðè öåëûõ ÷èñëà, êàæäîå èç êîòîðûõ
äåëèòñÿ íà 2 è íà 3, íî íå äåëèòñÿ íà 12.

3. Ìîæíî ëè ïîäîáðàòü òàêîå öåëîå ÷èñëî k, ÷òîáû áû-
ëî âåðíûì ðàâåíñòâî:

à) 96 = 12 · k
á) 96 = 11 · k
â) −528 = −6 · k
ã) −528 = 6 · k
ä) −528 = 9 · k

Ìîæíî ëè ñêàçàòü, ÷òî ÷èñëî 528 äåëèòñÿ íà 6? À
äåëèòñÿ ëè îíî íà −6? À íà 9?

4. Ïîäáåðèòå òàêîå öåëîå ÷èñëî k, ÷òîáû áûëî âåðíûì
ðàâåíñòâî:

à) 96 = 2 · k
á) 528 = 2 · k
â) −528 = 2 · k

Ìîæíî ëè ñêàçàòü, ÷òî ÷èñëà 96, 528 è −528 � ÷¼ò-
íûå?

5. Êîâáîé Áèëë çàø¼ë â áàð è ïîïðîñèë ó áàðìåíà áó-
òûëêó âèñêè çà 3 äîëëàðà è øåñòü êîðîáêîâ íåïðî-
ìîêàåìûõ ñïè÷åê, öåíó êîòîðûõ îí íå çíàë. Áàðìåí
ïîòðåáîâàë ñ íåãî 11 äîëëàðîâ 80 öåíòîâ (1 äîëëàð =
100 öåíòîâ), è â îòâåò íà ýòî Áèëë âûòàùèë ðåâîëü-
âåð. Òîãäà áàðìåí ïåðåñ÷èòàë ñòîèìîñòü ïîêóïêè è
èñïðàâèë îøèáêó. Êàê Áèëë äîãàäàëñÿ, ÷òî áàðìåí
ïûòàëñÿ åãî îáñ÷èòàòü?
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6. à) Íàéäèòå òàêèå òðè ðàçëè÷íûõ ÷èñëà, ÷òî èõ ñóììà
äåëèòñÿ íà êàæäîå èç ýòèõ ÷èñåë. á) Íàéäèòå ÷åòûðå
òàêèõ ÷èñëà. â) Íàéäèòå ïÿòü òàêèõ ÷èñåë. ã) Íàé-
äèòå âîñåìü òàêèõ ÷èñåë.

7. Â Òðîéíîì êîðîëåâñòâå èìåþò õîæäåíèå òîëüêî ìî-
íåòû ïî 9 è ïî 15 çîëîòûõ. Äîêàæèòå, ÷òî òàêèìè
ìîíåòàìè íåëüçÿ íàáðàòü ñóììó â 200 çîëîòûõ.

8. Äåëèìîå â øåñòü ðàç áîëüøå äåëèòåëÿ, à äåëèòåëü
â øåñòü ðàç áîëüøå ÷àñòíîãî. ×åìó ðàâíû äåëèìîå,
äåëèòåëü è ÷àñòíîå?

Ïðèìå÷àíèå. Âñå ïðåäëîæåííûå çàäà÷è îáñóæäàëèñü
âûøå ïðè ðàçáîðå äàííîé òåìû.

Äîìàøíåå çàäàíèå

1. Íàéäèòå äâà äâóçíà÷íûõ ÷èñëà, ÷òîáû îíî äåëèëîñü
íà 6, íî íå äåëèëîñü íà 12. Ïîïðîáóéòå íàéòè åù¼
äâà òàêèõ äâóçíà÷íûõ ÷èñëà. Âåðíî ëè, ÷òî òåïåðü
ìû íàøëè âñå òàêèå ÷èñëà?

2. Íà äåðåâå ðîñëî 38 ÿáëîê. Àíÿ, Áîðÿ è Âàíÿ ñîðâàëè
íåñêîëüêî ÿáëîê, ïðè÷¼ì âñå ïîðîâíó. Äîêàæèòå, ÷òî
íà äåðåâå îáÿçàòåëüíî îñòàëèñü åù¼ ÿáëîêè.

3. Ïèðîæíîå ¾Ïåñî÷íîå¿ ñòîèò 20 ðóáëåé, à ïèðîæ-
íîå ¾Êîðçèíî÷êà¿ � 12 ðóáëåé. Êîëÿ õî÷åò êóïèòü
íåñêîëüêî ïèðîæíûõ (íî ìû íå çíàåì, êàêèõ è ñêîëü-
êî) è îòäà¼ò ïðîäàâöó 250 ðóáëåé. Äîêàæèòå, ÷òî åìó
îáÿçàòåëüíî äîëæíû äàòü ñäà÷ó.
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2.5 Äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷è

Ïðåäëîæåííûå â ýòîì ðàçäåëå çàäà÷è ìîæíî èñïîëüçî-
âàòü ïðè ôîðìèðîâàíèè êîìïëåêòà çàäàíèé äëÿ ó÷àùèõñÿ
ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåäèíåíèé 1 ãîäà îáó÷åíèÿ â ãðóïïàõ
6-7 êëàññîâ, ïðè ïîâòîðåíèè òåìû ¾Äåëèìîñòü¿ ñ ó÷àùè-
ìèñÿ 2 ãîäà îáó÷åíèÿ, à òàêæå â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíûõ
çàäàíèé â ñèëüíûõ ãðóïïàõ 1 ãîäà îáó÷åíèÿ, ñôîðìèðî-
âàííûõ èç øêîëüíèêîâ 5 êëàññîâ è 5-6 êëàññîâ.

1. Ðàññòàâüòå ïî êðóãó ÷åòûðå åäèíèöû, òðè äâîéêè è
òðè òðîéêè òàê, ÷òîáû ñóììà ëþáûõ òð¼õ ïîäðÿä ñòîÿùèõ
÷èñåë íå äåëèëàñü íà 3.

2. Êàê âû äóìàåòå, ñðåäè ÷åòûð¼õ ïîñëåäîâàòåëüíûõ
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë áóäåò ëè õîòÿ áû îäíî äåëèòüñÿ
à) íà 2? á) íà 3? â) íà 4? ã) íà 5?

3. 109 ÿáëîê ðàçëîæåíû ïî ïàêåòàì. Â íåêîòîðûõ ïà-
êåòàõ ëåæèò ïî x ÿáëîê, â äðóãèõ � ïî 3 ÿáëîêà. Íàéäèòå
âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ x, åñëè âñåãî ïàêåòîâ � 20.

4. Ïîìîãèòå Íåçíàéêå âîññòàíîâèòü ïðèìåð íà äåëåíèå
äâóõ ÷èñåë, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ÷àñòíîå â ïÿòü ðàç ìåíüøå
äåëèìîãî è â ñåìü ðàç áîëüøå äåëèòåëÿ.

5. Ñóùåñòâóþò ëè äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ
÷èñëà, ñóììà öèôð êàæäîãî èç êîòîðûõ äåëèòñÿ íà 7?

6. Íèêîëàé ñ ñûíîì è Ïåòð ñ ñûíîì áûëè íà ðûáàëêå.
Íèêîëàé ïîéìàë ñòîëüêî æå ðûá, ñêîëüêî è åãî ñûí, à Ïåòð
� âòðîå áîëüøå, ÷åì åãî ñûí. Âñåãî áûëî ïîéìàíî 25 ðûá.
Êàê çîâóò ñûíà Ïåòðà?

7. Öåëîå ÷èñëî a+1 äåëèòñÿ íà 3. Äîêàæèòå, ÷òî 4+7a
äåëèòñÿ íà 3.

8. Ó Âîëîäè áûëî áîëüøå îðåõîâ, ÷åì ó Ïàâëèêà. Åñ-
ëè áû Âîëîäÿ îòäàë Ïàâëèêó ñòîëüêî æå îðåõîâ, ñêîëüêî
ó òîãî áûëî, òî ó îáîèõ ìàëü÷èêîâ îðåõîâ ñòàëî áû ïîðîâ-
íó. Íî âìåñòî ýòîãî Âîëîäÿ äàë Ïàâëèêó ñîâñåì íåìíîãî
îðåõîâ (íå áîëüøå ïÿòè), à îñòàëüíûå ïîðîâíó ðàçäåëèë
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ìåæäó òðåìÿ áåëêàìè. Ñêîëüêî îðåõîâ Âîëîäÿ äàë Ïàâ-
ëèêó?
9. Öåëûå ÷èñëà a è b òàêîâû, ÷òî 56a = 65b. Äîêàæèòå,

÷òî a+ b � ñîñòàâíîå ÷èñëî.
10. Íàéäèòå íàèáîëüøåå ÷åòûð¼õçíà÷íîå ÷èñëî, êîòî-

ðîå äåëèòñÿ íà 7 è çàïèñûâàåòñÿ ÷åòûðüìÿ ðàçëè÷íûìè
öèôðàìè.
11. Ìàëåíüêèå äåòêè êóøàëè êîíôåòêè. Êàæäûé ñúåë

íà 7 êîíôåò ìåíüøå, ÷åì âñå îñòàëüíûå âìåñòå, íî âñå æå
áîëüøå îäíîé êîíôåòû. Ñêîëüêî âñåãî êîíôåò áûëî ñúå-
äåíî?
12. Íà áëþäå ëåæàëè 15 ïëþøåê. Êàðëñîí âçÿë ñåáå â

òðè ðàçà áîëüøå ïëþøåê, ÷åì Ìàëûø, à ñîáàêà Ìàëûøà
Áèìáî � â òðè ðàçà ìåíüøå, ÷åì Ìàëûø. Ñêîëüêî ïëþøåê
îñòàëîñü íà áëþäå?
13. Â íîðêå æèâ¼ò ñåìüÿ èç 24 ìûøåé. Êàæäóþ íî÷ü

ðîâíî ÷åòûðå èç íèõ îòïðàâëÿþòñÿ íà ñêëàä çà ñûðîì. Ìî-
æåò ëè òàê ïîëó÷èòüñÿ, ÷òî â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè
êàæäàÿ ìûøêà ïîáûâàëà íà ñêëàäå ñ êàæäîé ðîâíî ïî îä-
íîìó ðàçó?
14. Ìàëüâèíà èñïåêëà 30 ïèðîæêîâ è óãîùàåò èìè

Ïüåðî, Áóðàòèíî, Àðòåìîíà è Àðëåêèíà. ×åðåç íåêîòî-
ðîå âðåìÿ îêàçàëîñü, ÷òî Áóðàòèíî è Ïüåðî ñúåëè ñòîëüêî
æå, ñêîëüêî Àðòåìîí è Àðëåêèí, à Ïüåðî è Àðòåìîí � â
6 ðàç áîëüøå, ÷åì Áóðàòèíî è Àðëåêèí. Êàêîå êîëè÷å-
ñòâî ïèðîæêîâ ñúåë êàæäûé, åñëè Àðëåêèí ñúåë ìåíüøå
âñåõ îñòàëüíûõ? (Âñå ñúåäàëè ïèðîæêè öåëèêîì, è êàæ-
äûé ñúåë õîòÿ áû îäèí ïèðîæîê.)
15. Ñóùåñòâóåò ëè íàòóðàëüíîå ÷èñëî, êðàòíîå 2016,

ñóììà öèôð êîòîðîãî ðàâíà 2016?
16. 2 + a è 35 − b äåëÿòñÿ íà 11. Äîêàæèòå, ÷òî a + b

äåëèòñÿ íà 11.
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3 Äåëåíèå ñ îñòàòêîì

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ìû îáñóäèëè ïîíÿòèå äåëèìî-
ñòè. Ïîä ñëîâîì ¾äåëèòñÿ¿ ìû ïîíèìàëè ¾äåëèòñÿ íà-
öåëî¿, ¾äåëèòñÿ áåç îñòàòêà¿ (áåçóñëîâíî, â äàëüíåéøåì
ïî óìîë÷àíèþ ïðåäïîëàãàåòñÿ èìåííî òàêàÿ òðàêòîâêà).
Ñåé÷àñ ìû ïîäðîáíåå îáñóäèì, ÷òî æå îçíà÷àåò äåëåíèå ñ
îñòàòêîì, è êàêèìè ñïåöèôè÷íûìè ñâîéñòâàìè îíî îáëà-
äàåò. Íà÷íåì ñî ñòðîãîãî îïðåäåëåíèÿ.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî öåëîå ÷èñëî a äåëèòñÿ íà íà-
òóðàëüíîå ÷èñëî m ñ îñòàòêîì r, åñëè ìîæíî íàé-
òè òàêîå öåëîå ÷èñëî k, ÷òî a = mk+r (ãäå 0 6 r <
< m). Â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëà a, m, k è r ñîîòâåò-
ñòâåííî íàçûâàþòñÿ äåëèìûì, äåëèòåëåì, íåïîë-
íûì ÷àñòíûì è îñòàòêîì.

Åñëè îñòàòîê ðàâåí 0, òî ñëîâà ¾ñ îñòàòêîì 0¿ èëè ¾áåç
îñòàòêà¿ ìîæíî ïðîïóñêàòü.

Ïðèìåð 19. Ðàçäåëèòå ÷èñëî 75 íà 8 ñ îñòàòêîì. Äëÿ ýòîãî

ïðåäñòàâüòå ÷èñëî 75 â âèäå 75 = 8 · k + r, ãäå 0 6 r < 8.

H
75 = 8 · 9 + 3.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè äåëåíèè 75 íà 8 ïîëó÷àåì íåïîëíîå ÷àñò-
íîå 9 è îñòàòîê 3.

N

Âîîáùå ãîâîðÿ, âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ ÷èñåë k è
r (íåïîëíîãî ÷àñòíîãî è îñòàòêà äëÿ çàäàííîãî äåëèìîãî
a è äåëèòåëÿ m) îáû÷íî â øêîëüíîé ïðîãðàììå îáõîäèòñÿ
ñòîðîíîé. Äîêàæåì ýòîò ôàêò, à çàîäíî è äîêàæåì, ÷òî
îáè íå ïðîñòî ñóùåñòâóþò, à îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî.

Ñâîéñòâî 7. Äëÿ ëþáîãî çàäàííîãî öåëîãî ÷èñëà a è íàòóðàëü-
íîãî ÷èñëàm ñóùåñòâóþò òàêèå öåëûå ÷èñëà k è r, ÷òî a = mk+r
(0 6 r < m), ïðè÷¼ì îïðåäåëåíû åäèíñòâåííûì âîçìîæíûì îá-

ðàçîì.

H
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Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå. Âîçüìåì ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ ñ îòìå-
÷åííîé íà íåé òî÷êîé 0 (íà÷àëîì îòñ÷åòà). Òàêæå îòìåòèì íà íåé
÷èñëî a. Íà÷íåì îòêëàäûâàòü â îáå ñòîðîíû îò òî÷êè 0 îòðåçêè
äëèíû m è îòìå÷àòü èõ êîíöû � íà ïðÿìîé ïîìèìî a ïîÿâÿòñÿ
òî÷êè . . . ,−3m, −2m, −m, 0, m, 2m, 3m. . .. Ïîñêîëüêó òî÷êà a
íàõîäèòñÿ íà êàêîì-òî êîíêðåòíîì ðàññòîÿíèè îò íà÷àëà îòñ÷åòà,
òî â íåêîòîðûé ìîìåíò î÷åðåäíîé îòëîæåííûé îòðåçîê äëèíû m
íàêðîåò åå � â èòîãå òî÷êà a ëèáî îêàæåòñÿ ìåæäó òî÷êàìè mk
è m(k+1) (êîíöàìè î÷åðåäíîãî îòðåçêà), ëèáî ñîâïàäåò ñ îäíèì
èç íèõ (áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñ mk). Çíà÷èò ìîæíî çàïèñàòü ñëå-
äóþùåå íåðàâåíñòâî mk 6 a < m(k + 1). Óìåíüøàÿ âñå ÷àñòè
äàííîãî äâîéíîãî íåðàâåíñòâà íà mk, ïîëó÷èì 0 6 a − mk <
< m. Åñëè òåïåðü â ýòîì íåðàâåíñòâå îáîçíà÷èì a −mk = r, òî
ïîëó÷èì 0 6 r < m, è a = mk + r.

Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè è áåç ãåîìåò-
ðè÷åñêîãî ïîäõîäà. Íàïðèìåð, âîñïîëüçóåìñÿ ïðèíöèïîì êðàéíå-
ãî: ðàññìîòðèì íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî âèäà mk, íå ïðåâîñõîäÿ-
ùåå a (mk 6 a). Òîãäà a < m(k+1) (èíà÷å ÷èñëî mk íå áûëî áû
íàèáîëüøèì, íå ïðåâîñõîäÿùèì a, ÷òî ïðîòèâîðå÷èëî áû âûáîðó
òàêîãî ÷èñëà). Èòàê, íàøëîñü òàêîå öåëîå k, ÷òî mk 6 a < m(k+
+1). Òåïåðü ðàññìîòðèì r = a−mk è àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó
ñïîñîáó óáåäèìñÿ, ÷òî 0 6 r < m, è a = mk + r.

Òåïåðü äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü ÷èñëî a ìîæíî ïîäå-
ëèòü íà m ñ îñòàòêîì äâóìÿ ðàçíûìè ñïîñîáàìè. Èíà÷å ãîâîðÿ,
äëÿ êàêèõ-òî öåëûõ ÷èñåë âåðíî, ÷òî a = mk1 + r1, à òàêæå a =
= mk2+r2 (0 6 r1 < m è 0 6 r2 < m). òîãäàmk1+r1 = mk2+r2.
Ïðåîáðàçóåì: r1 − r2 = m(k2 − k1). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî r1 − r2
äåëèòñÿ íà m. Íî òàê êàê îáà ÷èñëà (r1 è r2) íåîòðèöàòåëüíû è
ìåíüøå m, òî èõ ðàçíîñòü ëåæèò â òàêîì äèàïàçîíå: −m < r1 −
− r2 < m. Îäíàêî â ýòîì äèàïàçîíå òîëüêî îäíî ÷èñëî äåëèòñÿ
íà m � ýòî ÷èñëî 0. Òîãäà r1−r2 = 0 (òî åñòü, r1 = r2). Íî òîãäà
m(k1 − k2) = 0, îòêóäà k1 − k2 = 0 (òî åñòü, k1 = k2). Òàêèì
îáðàçîì, èç òîãî, ÷òî îäíîâðåìåííî âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà a =
= mk1+ r1 è a = mk2+ r2, ìû äîêàçàëè, ÷òî k1 = k2 è r1 = r2 �
òî åñòü, íåïîëíûå ÷àñòíûå ñîâïàäàþò, è îñòàòêè òîæå ñîâïàäàþò.
Ñòàëî áûòü, òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà a åäèíñòâåííîå.

N
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Ïðèìåð 20. Íàéòè îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷èñëà −23 íà 7.
H
Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ íà÷èíàþò ðàññóæäàòü ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì: ¾Ïîñêîëüêó îñòàòîê îò äåëåíèÿ 23 íà 7 ðàâåí 2, à öåëîå
÷àñòíîå ðàâíî 3 (ýòî âñåì ÿñíî) òî â ñëó÷àå ÷èñëà −23 ïîëó÷èì
îñòàòîê −2 à öåëîå ÷àñòíîå −3.¿ Íî äàííûé îòâåò íåâåðíûé.
Åñëè âñïîìíèòü îïðåäåëåíèå îñòàòêà, òî îí äîëæåí áûòü öåëûì
íåîòðèöàòåëüíûì ÷èñëîì, ìåíüøèì 7, òî åñòü ìîæåò ïðèíèìàòü
çíà÷åíèÿ 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, è ðàâíÿòüñÿ −2 íèêàê íå ìîæåò. Ïî-
ñëå äàííîãî ïîÿñíåíèÿ ñàìûì ðàñïðîñòðàíåííûì ÿâëÿåòñÿ îòâåò:
¾Íó, òîãäà îñòàòîê áóäåò êàê è â ñëó÷àå ÷èñëà 23 � òî åñòü 2.¿
Îäíàêî îí òîæå îêàçûâàåòñÿ íåâåðíûì. Íà÷íåì ðàññóæäàòü èñ-
õîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ: íàì íåîáõîäèìî ïðåäñòàâèòü ÷èñëî −23 â
âèäå −23 = 7k + r. Ïîñêîëüêó â ýòîì ðàâåíñòâå r íå ìîæåò áûòü
îòðèöàòåëüíûì, òî 7k íå ìîæåò áûòü áîëüøå −23 è äîëæíî äå-
ëèòüñÿ íà 7. Áëèæàéøåå íå ïðåâîñõîäÿùåå −23 ÷èñëî, äåëÿùååñÿ
íà 7, ðàâíî −28. Òîãäà −23 = −28 + 5 = 7 · (−4) + 5, îñòàòîê îò
äåëåíèÿ −23 íà 7 ðàâåí 5, à íåïîëíîå ÷àñòíîå ðàâíî −4.

Îòâåò: 5.

N
Ïðèìåð 21. Íàéäèòå âñå ÷èñëà, ïðè äåëåíèè êîòîðûõ íà 7 â

÷àñòíîì ïîëó÷èòñÿ òî æå ÷èñëî, ÷òî è â îñòàòêå.

H
Îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà 7 íå ìîæåò ïðåâûøàòü 6 (ïðè ýòîì â

äàííîé çàäà÷å îñòàòîê åù¼ è íå ìîæåò áûòü ðàâåí 0, êàê ìîæíî
ëåãêî óáåäèòüñÿ). Òàêèì îáðàçîì, èíòåðåñóþùèå íàñ ÷èñëà ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå 7a + a = 8a, ãäå a = 1, 2, . . . , 6. Èòàê, âîò
ýòè ÷èñëà: 8, 16, 24, 32, 40, 48.

N
Ïðèìåð 22. B ðÿä ëåæàò 1000 êîíôåò. Ñíà÷àëà Âàñÿ ñúåë

äåâÿòóþ êîíôåòó ñëåâà, ïîñëå ÷åãî ñúåäàë êàæäóþ ñåäüìóþ êîí-

ôåòó, äâèãàÿñü âïðàâî. Ïîñëå ýòîãî Ïåòÿ ñúåë ñåäüìóþ ñëåâà èç

îñòàâøèõñÿ êîíôåò, à çàòåì ñúåäàë êàæäóþ äåâÿòóþ èç íèõ, òàê-

æå äâèãàÿñü âïðàâî. Ñêîëüêî êîíôåò ïîñëå ýòîãî îñòàëîñü?

H
Âàñÿ íà÷àë ñ äåâÿòîé êîíôåòû ñëåâà, çíà÷èò, èç 992 êîíôåò

îí ñúåäàë ïî îäíîé êîíôåòå èç êàæäûõ ñåìè (ïåðâóþ èç êàæäîé
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¾ñåìåðêè¿). Òàê êàê 992 : 7 = 141 (îñòàòîê 5), òî Âàñÿ ñúåë 142
êîíôåòû. Ïîñëå ýòîãî îñòàëîñü 858 êîíôåò. Ïåòÿ íà÷àë ñ ñåäüìîé
êîíôåòû ñëåâà, òî åñòü èç 852 êîíôåò îí ñúåäàë ïî îäíîé êîíôåòå
èç êàæäûõ äåâÿòè (ïåðâóþ èç êàæäîé ¾äåâÿòêè¿). Òàê êàê 852 :
9 = 94 (îñòàòîê 6), òî Ïåòÿ ñúåë 95 êîíôåò. Òàêèì îáðàçîì,
îñòàëîñü 763 êîíôåòû.

N
Ïðèìåð 23. Ñðåäè íåâèäàííûõ çâåðåé, îñòàâèâøèõ ñëåäû íà

íåâåäîìûõ äîðîæêàõ, áûëî ñòàäî îäíîãëàâûõ Òðèäöàòè÷åòûð¼õ-

íîæåê è òð¼õãîëîâûõ Äðàêîíîâ. Âñåãî â ñòàäå 286 íîã è 31 ãîëîâà.

Ñêîëüêî ëàï ó òð¼õãîëîâîãî Äðàêîíà?

H
Â ñòàäå 286 íîã, ýòî çíà÷èò, ÷òî Òðèäöàòè÷åòûð¼õíîæåê íå ìî-

æåò áûòü áîëüøå 8, òàê êàê 34 · 9 > 286. Â ñòàäå 31 ãîëîâà, à ó
êàæäîãî Äðàêîíà ïî òðè ãîëîâû, çíà÷èò, ÷èñëî Òðèäöàòè÷åòûð¼õ-
íîæåê ïðè äåëåíèè íà 3 äîëæíî äàâàòü îñòàòîê 1. Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî Òðèäöàòè÷åòûð¼õíîæåê ëèáî 1, ëèáî 4, ëèáî 7. Çíàÿ îáùåå
÷èñëî ãîëîâ, îïðåäåëÿåì ÷èñëî Äðàêîíîâ � ñîîòâåòñòâåííî, ëèáî
10, ëèáî 9, ëèáî 8. Â ïåðâîì ñëó÷àå íà 10 Äðàêîíîâ ïðèõîäèò-
ñÿ 252 ëàïû, âî âòîðîì � íà 9 Äðàêîíîâ � 150 ëàï, è òîëüêî â
òðåòüåì ñëó÷àå íà êàæäîãî Äðàêîíà ïðèõîäèòñÿ ïî öåëîìó ÷èñëó
ëàï, à èìåííî � ïî 6 (48 ëàï íà 8 Äðàêîíîâ). Òàêèì îáðàçîì, ó
êàæäîãî Äðàêîíà 6 ëàï.

N

3.1 Ñâîéñòâà îñòàòêîâ

Äîêàæåì íåêîòîðûå ïîëåçíûå ñâîéñòâà îñòàòêîâ ïðè
àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèÿõ íàä öåëûìè ÷èñëàìè.

Ñâîéñòâî 8. Ïóñòü ÷èñëî a äà¼ò ïðè äåëåíèè íà m îñòàòîê r1,
à ÷èñëî b äà¼ò ïðè äåëåíèè íà m îñòàòîê r2. Òîãäà ÷èñëî a + b
äà¼ò ïðè äåëåíèè íà m òàêîé æå îñòàòîê, êàê r1+ r2 (òî åñòü ïðè
íàõîæäåíèè îñòàòêà îò äåëåíèÿ ñóììû ÷èñåë íà ÷èñëî m ìîæíî

ñóììèðîâàòü íå ñàìè ÷èñëà, à èõ îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà m).

H
Ïî óñëîâèþ: a = mk1 + r1, b = mk2 + r2 (0 6 r1 < m è

0 6 r2 < m). Ïóñòü îñòàòîê îò äåëåíèÿ ñóììû r1+ r2 íà m ðàâåí
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r (òî åñòü, r1 + r2 = mk + r, ãäå 0 6 r < m).

Òîãäà a + b = mk1 + r1 +mk2 + r2 = m(k1 + k2) + r1 + r2 =
= m(k1+k2)+mk+ r = m(k1+k2+k)+ r � òî åñòü, îñòàòîê îò
äåëåíèÿ a+ b íà m ðàâåí r, íî èìåííî òàêîé îñòàòîê îò äåëåíèÿ
íà m èìååò è ñóììà r1 + r2.

N

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ è ñâîéñòâî äëÿ ðàçíîñòè:
Ñâîéñòâî 9. Ïóñòü ÷èñëî a äà¼ò ïðè äåëåíèè íà m îñòàòîê r1,

à ÷èñëî b äà¼ò ïðè äåëåíèè íà m îñòàòîê r2. Òîãäà ÷èñëî a − b
äà¼ò ïðè äåëåíèè íà m òàêîé æå îñòàòîê, êàê r1 − r2

Âåðíî òàêîå æå ñâîéñòâî è äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ:
Ñâîéñòâî 10. Ïóñòü a äà¼ò ïðè äåëåíèè íà m îñòàòîê r1, à

÷èñëî b äà¼ò ïðè äåëåíèè íà m îñòàòîê r2. Òîãäà ÷èñëî ab äà¼ò
ïðè äåëåíèè íà m òàêîé æå îñòàòîê, êàê r1r2 (òî åñòü ïðè íàõîæ-
äåíèè îñòàòêà îò äåëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ÷èñåë íà ÷èñëî m ìîæíî

ïåðåìíîæàòü íå ñàìè ÷èñëà, à èõ îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà m).

H
Ïî óñëîâèþ: a = mk1 + r1, b = mk2 + r2 (0 6 r1 < m è

0 6 r2 < m). Ïóñòü îñòàòîê îò äåëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ r1r2 íà m
ðàâåí r (òî åñòü, r1r2 = mk + r, ãäå 0 6 r < m).

Òîãäà ab = (mk1+r1)(mk2+r2) = mk1 ·mk2+mk1r2+mk2r1+
+ r1r2 = m(mk1k2 + k1r2 + k2r1) +mk + r = m(mk1k2 + k1r2 +
+ k2r1 + k) + r � òî åñòü, îñòàòîê îò äåëåíèÿ ab íà m ðàâåí r,
íî èìåííî òàêîé îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà m èìååò è ïðîèçâåäåíèå
r1r2.

N
Ñâîéñòâî 11. Ïóñòü a äà¼ò ïðè äåëåíèè íà m îñòàòîê r. Òîãäà

÷èñëî an äà¼ò ïðè äåëåíèè íà m òàêîé æå îñòàòîê, êàê rn.

H
Ïî óñëîâèþ: a = mk + r. Ïóñòü îñòàòîê îò äåëåíèÿ rn íà m

ðàâåí r1 (òî åñòü, rn = mt+ r1, ãäå 0 6 r1 < m).

Òîãäà an = (mk + r) · n = mkn + rn = mkn + mt + r1 =
= m(kn+ t)+ r1 � òî åñòü, îñòàòîê îò äåëåíèÿ an íà m ðàâåí r1,
íî èìåííî òàêîé îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà m èìååò è ïðîèçâåäåíèå
rn.

N
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Ñâîéñòâà 8 è 10 ëåãêî îáîáùàþòñÿ íà ñëó÷àé ïðîèçâîëü-
íîãî êîëè÷åñòâà ÷èñåë:

Ñâîéñòâî 12. Ïóñòü ÷èñëà a1, a2, . . . , an äàþò ïðè äåëåíèè íà
m îñòàòêè r1, r2, . . . , rn ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà a1 + a2 + . . .+ an
äà¼ò ïðè äåëåíèè íà m òàêîé æå îñòàòîê, êàê r1 + r2 + . . . + rn,
à ÷èñëî a1a2 . . . an äà¼ò ïðè äåëåíèè íà m òàêîé æå îñòàòîê, êàê

r1r2 . . . rn (òî åñòü, ïðè íàõîæäåíèè îñòàòêà îò äåëåíèÿ ñóììû

èëè ïðîèçâåäåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî êîëè÷åñòâà ÷èñåë íà êàêîå-òî

÷èñëî m ìîæíî ñóììèðîâàòü èëè ïåðåìíîæàòü íå ñàìè ÷èñëà, à

èõ îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà m).

H
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî n ðàç âîñïîëüçîâàòüñÿ ñâîé-

ñòâîì 8 èëè 10.

N
Íàêîíåö, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ äîêàçàííûì ñâîéñòâîì

12 äëÿ a1 = a2 = . . . = an = a, òî ìîæíî äîêàçàòü òàêîå
ñâîéñòâî:

Ñâîéñòâî 13. Ïóñòü a äà¼ò ïðè äåëåíèè íà m îñòàòîê r. Òîãäà
÷èñëî an äà¼ò ïðè äåëåíèè íà m òàêîé æå îñòàòîê, êàê rn. (òî
åñòü, ïðè íàõîæäåíèè îñòàòêà îò äåëåíèÿ ñòåïåíè ÷èñëà íà êàêîå-

òî ÷èñëîm ìîæíî âîçìîäèòü â ñîîòâåòñòâóþùóþ ñòåïåíü íå ñàìî

÷èñëî, à åãî îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà m).

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàííûå ñâîéñòâà îñòàòêîâ ìîæíî
¾ñâåðíóòü¿ â îäíî ïðàâèëî, êîòîðûì ìû â äàëüíåéøåì
âîñïîëüçóåìñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷:

Åñëè íåîáõîäèìî íàéòè îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà m
àðèôìåòè÷åñêîãî âûðàæåíèÿ, ñîäåðæàùåãî ñóììû,
ðàçíîñòè, ïðîèçâåäåíèÿ è íàòóðàëüíûå ñòåïåíè öå-
ëûõ ÷èñåë, òî âìåñòî ñàìèõ ÷èñåë ìîæíî âçÿòü èõ
îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà m.
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3.2 Ðåøåíèå çàäà÷ ñ ïîìîùüþ ñâîéñòâ

îñòàòêîâ

Ïðèìåð 24. Çàïèñàíî âûðàæåíèå: 2003 · 2004 · 2005 + 20063.
Äîêàæèòå, ÷òî çíà÷åíèå ýòîãî âûðàæåíèÿ äåëèòñÿ íà 7.

H
Êîíå÷íî, çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü è ¾â ëîá¿: àêêóðàòíî ïåðåìíî-

æèòü ÷åòûð¼õçíà÷íûå ÷èñëà, âîçâåñòè åù¼ îäíî ÷åòûð¼õçíà÷íîå
÷èñëî â êóá, ñëîæèòü ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ, à ïîëó÷åííóþ ñóì-
ìó ïîäåëèòü íà 7 ñòîëáèêîì. Áîëåå òîãî, øêîëüíèêàì ìîæíî äëÿ
íà÷àëà ïðåäëîæèòü è ïðèìåðû, ãäå áû îíè ìîãëè ðåøèòü àíàëî-
ãè÷íóþ çàäà÷ó è âðó÷íóþ (íàïðèìåð, íàéòè îñòàòîê îò äåëåíèÿ
íà 7 ÷èñëà 203 · 204 + 2006), ïîñòåïåííî óâåëè÷èâàÿ êîëè÷åñòâî
îïåðàíäîâ è ñëîæíîñòü ïðÿìûõ âû÷èñëåíèé, ïîäòàëêèâàÿ øêîëü-
íèêîâ òàêèì îáðàçîì ê ìûñëè î ïîèñêå êàêèõ-òî îáõîäíûõ ïóòåé.

Êàê óæå áûëî ñêàçàíî âûøå, ìîæíî çàìåíèòü êàæäîå ÷èñëî
â ýòîì âûðàæåíèè íà åãî îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà 7. ×èñëà 2003,
2004, 2005 è 2006 ïðè äåëåíèè íà 7 äàþò îñòàòêè 1, 2, 3 è 4
ñîîòâåòñòâåííî. Ïîýòîìó èñõîäíîå âûðàæåíèå ïðè äåëåíèè íà 7
äà¼ò òàêîé æå îñòàòîê, êàê è ÷èñëî 1 · 2 · 3+ 43 = 6+64 = 70. Íî
÷èñëî 70 äåëèòñÿ íà 7 (òî åñòü, äà¼ò ïðè äåëåíèè íà 7 îñòàòîê 0),
ïîýòîìó è çíà÷åíèå èñõîäíîãî âûðàæåíèÿ äà¼ò ïðè äåëåíèè íà 7
îñòàòîê 0 (òî åñòü äåëèòñÿ íà 7).

N
Ïðèìåð 25. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷èñëà 9100 íà 8.

H
×èñëî 9 ïðè äåëåíèè íà 8 äà¼ò îñòàòîê 1. Ïîýòîìó 9100 ïðè

äåëåíèè íà 8 äà¼ò òàêîé æå îñòàòîê, êàê è ÷èñëî 1100, òî åñòü 1.

N
Ïðèìåð 26. Ïðè äåëåíèè íåêîòîðîãî ÷èñëà m íà 13 è 15 ïî-

ëó÷èëè îäèíàêîâûå ÷àñòíûå, íî ïåðâîå äåëåíèå áûëî ñ îñòàòêîì

8, à âòîðîå áåç îñòàòêà. Íàéäèòå ÷èñëî m.

H
×èñëî 13 íà 2 ìåíüøå 15. Çíà÷èò, ïðè îäíîì è òîì æå ÷àñòíîì

n îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà 15 íà 2n áîëüøå, ÷åì ïðè äåëåíèè íà 13,
òî åñòü 2n = 8. Îòñþäà äåëèìîå m ðàâíî 15 · 4 = 13 · 4 + 8 = 60.

N
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Ïðèìåð 27. Äîêàæèòå, ÷òî 22225555 + 55552222 äåëèòñÿ íà 7.

H
Êàê è â ðàíåå ðàññìîòðåííûõ çàäà÷àõ, çàìåíèì îñíîâàíèÿ ñòå-

ïåíè íà èõ îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà 7. 2222 è 5555 ïðè äåëåíèè íà
7 äàþò îñòàòêè 3 è 4 ñîîòâåòñòâåííî, ïîýòîìó 22225555+55552222

ïðè äåëåíèè íà 7 äàåò òàêîé æå îñòàòîê, êàê è 35555 + 42222. Ðàç-
áåð¼ìñÿ ñ êàæäûì èç ñëàãàåìûõ.

Áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèòü îñòàòêè îò äåëåíèÿ ÷èñëà 3n

íà 7 (ïðè n = 1, 2, 3, . . . ). 32 = 9 ïðè äåëåíèè íà 7 äàåò îñòàòîê
2. Òîãäà 33 = 32 · 3 äà¼ò ïðè äåëåíèè íà 7 òàêîé æå îñòàòîê, êàê
2 · 3, � òî åñòü 6. Òåïåðü 34 = 33 · 3, ïîýòîìó ïðè äåëåíèè íà 7
äà¼ò òàêîé æå îñòàòîê, êàê 6 · 3 = 18, òî åñòü 4. Òîãäà 35 = 34 · 3
ïðè äåëåíèè íà 7 äà¼ò òàêîé æå îñòàòîê, êàê 4 · 3 = 12, òî åñòü 5.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ îñòàòêà î÷åðåäíîé ñòåïåíè ïðè
äåëåíèè íà 7 äîñòàòî÷íî óìíîæèòü îñòàòîê ïðåäûäóùåé ñòåïåíè
íà 3 è ïîäåëèòü ñ îñòàòêîì íà 7, � òî åñòü îñòàòîê êàæäîé ñëå-
äóþùåé ñòåïåíè îäíîçíà÷íî ïîëó÷àåòñÿ èç îñòàòêà ïðåäûäóùåé
(ñêîðî íàì ýòî ïîòðåáóåòñÿ).

Íî ïðîäîëæèì. Èòàê, 36 = 35 · 3 ïðè äåëåíèè íà 7 äà¼ò òàêîé
æå îñòàòîê, êàê 5 · 3 = 15, òî åñòü 1. Òåïåðü 37 = 36 · 3, ïîýòîìó
ïðè äåëåíèè íà 7 äà¼ò òàêîé æå îñòàòîê, êàê 1 ·3, òî åñòü 3. Äàëåå
38 = 37 · 3, ïîýòîìó ïðè äåëåíèè íà 7 äà¼ò òàêîé æå îñòàòîê, êàê
3 · 3 = 9, òî åñòü 2.

Âíåñ¼ì ïîêà ðåçóëüòàòû â òàáëèöó.

×èñëî 31 32 33 34 35 36 37 38 39 . . .

Îñòàòîê 3 2 6 4 5 1 3 2 . . . . . .

Îòìåòèì, ÷òî îñòàòêè ñòàëè ïîâòîðÿòüñÿ: ñíîâà ïîäðÿä ïîÿâè-
ëèñü îñòàòêè 3 è 2. Íî äëÿ ïîëó÷åíèÿ îñòàòêà îò äåëåíèÿ î÷å-
ðåäíîãî ÷èñëà âèäà 3n ïðè äåëåíèè íà 7 äîñòàòî÷íî óìíîæèòü
îñòàòîê ïðåäûäóùåé ñòåïåíè (3n−1) íà 3. Ïîýòîìó ïîñëå îñòàòêà
2 âñåãäà áóäåò èäòè îñòàòîê 6, à ïîñëå îñòàòêà 6 � îñòàòîê 4, è
òàê äàëåå. Òàêèì îáðàçîì, îñòàòêè áóäóò ïîâòîðÿòüñÿ è äàëüøå â
òîé æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: 3, 2, 6, 4, 5, 1, ïîòîì ñíîâà 3, 2, 6, 4,
5, 1, è òàê äàëåå.

Êàêîé æå îñòàòîê áóäåò, êîãäà ìû äîáåð¼ìñÿ äî 35555? Ðàç
îñòàòêè ïîâòîðÿþòñÿ ¾øåñò¼ðêàìè¿, òî äëÿ ýòîãî íóæíî ïîäå-
ëèòü 5555 íà 6. Èòàê, 5555 = 925 ·6+5 (òî åñòü îñòàòîê ðàâåí 5).
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Ïîýòîìó ïîêà ìû äîéä¼ì äî 35555, 925 ðàç ïîâòîðèòñÿ êîìáèíà-
öèÿ îñòàòêîâ 3, 2, 6, 4, 5, 1, à ïîñëå ýòîãî íàì íóæíî ïîñìîòðåòü
ïÿòîå ÷èñëî â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ýòî ÷èñëî 5. Ïîýòîìó
îñòàòîê îò äåëåíèÿ 35555 íà 7 ðàâåí 5. Íî òîãäà îñòàòîê îò äåëå-
íèÿ 22225555 íà 7 òîæå ðàâåí 5.

Àáñîëþòíî àíàëîãè÷íî ðàññìîòðèì îñòàòêè îò äåëåíèÿ ÷èñëà
42222 íà 7. Ðåçóëüòàòû ñðàçó áåäåì çàíîñèòü â òàáëèöó:

×èñëî 41 42 43 44 45 46 47 48 49 . . .

Îñòàòîê 4 2 1 4 2 1 4 2 . . . . . .

Çäåñü ìîæíî çàìåòèòü òó æå ïîâòîðÿåìîñòü îñòàòêîâ, òîëüêî
óæå íå ¾øåñò¼ðêàìè¿, à ¾òðîéêàìè¿: 4, 2, 1, ïîòîì ñíîâà 4, 2, 1,
è òàê äàëåå. Ñòàëî áûòü, äëÿ íàõîæäåíèÿ îñòàòêà îò äåëåíèÿ 42222

íà 7 íóæíî ïîäåëèòü 2222 íà 3 ñ îñòàòêîì: 2222 = 740 · 3 + 2 (òî
åñòü, îñòàòîê ðàâåí 2). Ïîýòîìó ïîêà ìû äîéä¼ì äî 42222, 740 ðàç
ïîâòîðèòñÿ êîìáèíàöèÿ îñòàòêîâ 4, 2, 1, à ïîñëå ýòîãî íàì íóæíî
ïîñìîòðåòü âòîðîå ÷èñëî â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îñòàòêîâ �
ýòî ÷èñëî (îñòàòîê) 2. Ñòàëî áûòü, îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà 7 ÷èñëà
42222, à çíà÷èò è ÷èñëà 55552222, ðàâåí 2.

Îñòàëîñü ïîäâåñòè èòîã. Ïðè äåëåíèè íà 7 ÷èñëî 22225555 äå¼ò
îñòàòîê 5, à ÷èñëî 55552222 � îñòàòîê 2. Òîãäà èõ ñóììà äà¼ò ïðè
äåëåíèè íà 7 òàêîé æå îñòàòîê, ÷òî è 5 + 2 = 7, òî åñòü îñòàòîê
0. Íî ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî 22225555 + 55552222 äåëèòñÿ íà 7.

N

Ïîäîáíàÿ èäåÿ ñ ïåðèîäè÷íîñòüþ (ïîâòîðÿåìî-
ñòüþ) îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ ÷èñåë âèäà an ïðè äå-
ëåíèè íà çàäàííîå ÷èñëî m (ïðè n = 1, 2, 3, 4, . . . )
ìîæåò áûòü äîâîëüíî ïîëåçíîé ïðè ðåøåíèè çàäà÷
íà äåëèìîñòü è îñòàòêè.

Ïðèìåð 28. Ìîæåò ëè ÷èñëî 2016n + 2017n + 2018n îêàí÷è-

âàòüñÿ íà 7 ïðè êàêîì-íèáóäü íàòóðàëüíîì n?

H
Òàê êàê ïîñëåäíÿÿ öèôðà ÷èñëà � ýòî îñòàòîê îò äåëåíèÿ ýòî-

ãî ÷èñëà íà 10, òî âñ¼ ñêàçàííîå ðàíåå ïðî ñâîéñòâà îñòàòêîâ
ñïðàâåäëèâî è ïî îòíîøåíèþ ê ïîñëåäíåé öèôðå ÷èñëà. Ïîýòîìó
îñíîâàíèÿ ñòåïåíåé 2016n, 2017n è 2018n âïîëíå ìîæíî çàìåíèòü
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íà èõ îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà 10 (òî åñòü íà ïîñëåäíèå öèôðû) �
6n, 7n è 8n ñîîòâåòñòâåííî.

Ëåãêî çàìåòèòü, ïîñëåäíÿÿ öèôðà ÷èñëà 6n ðàâíà 6. Ïîñëåäíÿÿ
öèôðà ÷èñëà 7n ïðè n = 1 ðàâíà 7, ïðè n = 2 ïîñëåäíÿÿ öèôðà
7n ðàâíà 9 (òî åñòü ìû ïåðåìíîæàåì äâà ÷èñëà, çàêàí÷èâàþùè-
åñÿ íà 7), ïðè n = 3 ïîñëåäíÿÿ öèôðà 7n ðàâíà 3 (óìíîæàåì
÷èñëî 72, çàêàí÷èâàþùèåñÿ íà 9, íà ÷èñëî 7 � ðåçóëüòàò áóäåò
îêàí÷èâàòüñÿ íà 3), íàêîíåö ïðè n = 4 ïîñëåäíÿÿ öèôðà 7n ðàâíà
1 (óìíîæàåì ÷èñëî 73, çàêàí÷èâàþùèåñÿ íà 3, íà ÷èñëî 7 � ðå-
çóëüòàò áóäåò îêàí÷èâàòüñÿ íà 1). Äàëåå çàìåòèì, ÷òî ïðè n = 5
ïîñëåäíÿÿ öèôðà 7n ñíîâà ðàâíà 7 (óìíîæàåì ÷èñëî 74, çàêàí÷è-
âàþùèåñÿ íà 1, íà ÷èñëî 7 � ðåçóëüòàò áóäåò îêàí÷èâàòüñÿ íà 7),
è òàê äàëåå � ïîñëåäíèå öèôðû ÷èñëà 7n (è òàêèå æå ïîñëåäíèå
öèôðû ó ÷èñåë 2017n) áóäóò ïîâòîðÿòüñÿ: 7, 9, 3, 1, 7, 9, 3, 1, 7,
9, . . .

Àáñîëþòíî àíàëîãè÷íî ðàçáèðàþòñÿ ïîñëåäíèå öèôðû ÷èñåë
8n (èëè 2018n): 8, 4, 2, 6, 8, 4, 2, 6, 8, 4, 2, 6, 8 . . .

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû (ïîñëåäíèå öèôðû) óäîáíî çàíåñòè â
òàáëèöó èëè ïðîñòî çàïèñàòü îäíè ïîä äðóãèìè:

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 . . .

Îêîí÷àíèå 2016n 6 6 6 6 6 6 6 6 6 . . .

Îêîí÷àíèå 2017n 7 9 3 1 7 9 3 1 7 . . .

Îêîí÷àíèå 2018n 8 4 2 6 8 4 2 6 8 . . .

Îêîí÷àíèå ñóììû 1 9 5 9 1 9 5 9 1 . . .

Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäíèå öèôðû ñóììû òàêæå ïîâòîðÿþòñÿ (ñ
ïåðèîäîì 4), ïðè÷¼ì ñðåäè íèõ íå âñòðå÷àåòñÿ öèôðû 7. Ïîýòîìó
÷èñëî 2016n + 2017n + 2018n íå ìîæåò îêàí÷èâàòüñÿ íà 7 íè ïðè
êàêîì-íèáóäü íàòóðàëüíîì n.

N
Ïðèìåð 29. Èç êíèãè âûðâàëè 25 ñòðàíèö. Ìîæåò ëè ñóììà

50 ÷èñåë, ÿâëÿþùèõñÿ íîìåðàìè (ñ äâóõ ñòîðîí) ýòèõ ñòðàíèö,

áûòü ðàâíîé 2721?

H
Ðàññìîòðèì îäíó èç ñòðàíèö. Ñ îäíîé ñòîðîíû íåå íàïèñàíî

íå÷åòíîå ÷èñëî 2m − 1, à ñ äðóãîé � ñëåäóþùåå çà íèì ÷åòíîå
÷èñëî 2m (ïîñìîòðèòå, êàê íóìåðóþòñÿ ñòðàíèöû êíèãè). Ñóììà
ýòèõ äâóõ íîìåðîâ ðàâíà 4m − 1 = 4(m − 1) + 3, òî åñòü äàåò
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îò äåëåíèÿ íà 4 îñòàòîê 3. Èç ïðèâåäåííîãî ðàññóæäåíèÿ ñëåäóåò,
÷òî ñóììà 50 íîìåðîâ ñòðàíèö, î êîòîðûõ ãîâîðèòñÿ â óñëîâèè,
äàåò òàêîé æå îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà 4, êàê è 3 · 25 = 75, òî åñòü
îñòàòîê 3. Îäíàêî 2721 äàåò îñòàòîê 1 îò äåëåíèÿ íà 4, ïîýòîìó
óêàçàííàÿ â óñëîâèè ñóììà íå ìîæåò ðàâíÿòüñÿ 2721.

N
Ïðèìåð 30. Äîêàæèòå, ÷òî êâàäðàò íå÷åòíîãî ÷èñëà äàåò

îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà 8.

H
Íå÷¼òíîå ÷èñëî a çàïèñûâàåòñÿ â âèäå a = 2n+1. Òîãäà a2 =

= (2n+1)2 = 4n2+4n+1 = 4n(n+1)+1. Çàìåòèì, ÷òî n(n+1) �
÷¼òíîå ÷èñëî (ïîòîìó ÷òî èç äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë
îäíî ÷¼òíîå, à çíà÷èò è ïðîèçâåäåíèå ÷¼òíîå), òî åñòü n(n+1) =
= 2k. Òîãäà a2 = 4 · 2k+1 = 8k+1, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

N

3.3 Çàìå÷àíèå îá îñòàòêàõ

Êîãäà ìû âûïîëíÿåì àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè ñ íà-
òóðàëüíûìè ÷èñëàìè, òî ïðè íàõîæäåíèè îñòàòêà îò äå-
ëåíèÿ íà m ìîæíî çàìåíÿòü ÷èñëà (îïåðàíäû) íà îñòàòêè
îò äåëåíèÿ íà m. Ïðè îñòàòîê îò äåëåíèÿ ìû ïîíèìàëè â
ñîâåðøåííî ïðèâû÷íîì ñìûñëîâîì çíà÷åíèè � ñ îãðàíè-
÷åíèåì 0 6 r < m.

Îäíàêî ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî â ðàññìîòðåííûõ ðàíåå
àðèôìåòè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ îñòàòêîâ ìîæíî çàìåíÿòü ÷èñ-
ëà íå îáÿçàòåëüíî íà ñàìè îñòàòêè îò äåëåíèÿ, à ïðîñòî
íà ÷èñëà, êîòîðûå äàþò òî÷íî òàêîé æå îñòàòîê îò äåëå-
íèÿ íà äàííîå ÷èñëî. Íàïðèìåð, ñâîéñòâî ñóììû ìîæíî
çàïèñàòü â òàêîì âèäå:

Ñâîéñòâî 14. Ïóñòü ÷èñëî a äà¼ò ïðè äåëåíèè íà m òàêîé æå

îñòàòîê, êàê ÷èñëî c, à ÷èñëî b äà¼ò ïðè äåëåíèè íà m òàêîé æå

îñòàòîê, êàê ÷èñëî d. Òîãäà ÷èñëî a + b äà¼ò ïðè äåëåíèè íà m
òàêîé æå îñòàòîê, êàê c+ d.

H
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Ïåðâûé ñïîñîá. Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ÷èñëà äàþò
îäèíàêîâûå îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà m òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
èõ ðàçíîñòü äåëèòñÿ íà m.

Óñëîâèå òîãäà ìîæíî çàïèñàòü òàê: a− c äåëèòñÿ íà m è b− d
äåëèòñÿ íà m. Îòñþäà (a+ b)− (c+d) = (a− c)+ (b−d) äåëèòñÿ
íà m (êàê ñóììà äâóõ ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà m). Òîãäà a+b è c+d
äàþò îäèíàêîâûå îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà m.

Âòîðîé ñïîñîá. Ïóñòü ÷èñëà a è c ïðè äåëåíèè íà m äàþò
îñòàòîê r1, à ÷èñëà b è d � îñòàòîê r2. Òîãäà ñóììà a + b ïðè
äåëåíèè íà m äà¼ò òàêîé æå îñòàòîê, êàê ñóììà îñòàòêîâ r1 +
+ r2. Íî è ñóììà c+ d ïðè äåëåíèè íà m äà¼ò òàêîé æå îñòàòîê,
êàê ñóììà îñòàòêîâ r1 + r2. Òîãäà a+ b è c+ d äàþò îäèíàêîâûå
îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà m (òàêîé æå, êàê ñóììà îñòàòêîâ r1 + r2).

N

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàþòñÿ ñâîéñòâà ðàçíîñòåé, ïðîèç-
âåäåíèé è ñòåïåíåé:

Ñâîéñòâî 15. Ïóñòü ÷èñëî a äà¼ò ïðè äåëåíèè íà m òàêîé æå

îñòàòîê, êàê ÷èñëî c, à ÷èñëî b äà¼ò ïðè äåëåíèè íà m òàêîé æå

îñòàòîê, êàê ÷èñëî d. Òîãäà ÷èñëî a − b äà¼ò ïðè äåëåíèè íà m
òàêîé æå îñòàòîê, êàê c− d.

Ñâîéñòâî 16. Ïóñòü ÷èñëî a äà¼ò ïðè äåëåíèè íà m òàêîé æå

îñòàòîê, êàê ÷èñëî c, à ÷èñëî b äà¼ò ïðè äåëåíèè íà m òàêîé æå

îñòàòîê, êàê ÷èñëî d. Òîãäà ÷èñëî ab äà¼ò ïðè äåëåíèè íàm òàêîé

æå îñòàòîê, êàê cd.

Ñâîéñòâî 17. Ïóñòü ÷èñëî a äà¼ò ïðè äåëåíèè íà m òàêîé æå

îñòàòîê, êàê ÷èñëî c. Òîãäà ÷èñëî an äà¼ò ïðè äåëåíèè íàm òàêîé

æå îñòàòîê, êàê cn.

Ñâîéñòâî 18. Ïóñòü ÷èñëî a äà¼ò ïðè äåëåíèè íà m òàêîé æå

îñòàòîê, êàê ÷èñëî c. Òîãäà ÷èñëî an äà¼ò ïðè äåëåíèè íàm òàêîé

æå îñòàòîê, êàê cn.

Ïðèìåð 31. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷èñëà 7100 íà 8.

H
×èñëî 7 ïðè äåëåíèè íà 8 äà¼ò òàêîé æå îñòàòîê, êàê è ÷èñëî

−1 (ïîòîìó ÷òî èõ ðàçíèöà ðàâíà 7 − (−1) = 8, òî åñòü äåëèòñÿ
íà 8). Ïîýòîìó 7100 ïðè äåëåíèè íà 8 äà¼ò òàêîé æå îñòàòîê, êàê
è ÷èñëî (−1)100, òî åñòü 1.

N
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Ïðèìåð 32. Äîêàæèòå, ÷òî 1099 + 1299 äåëèòñÿ íà 11.

H

×èñëî 10 ïðè äåëåíèè íà 11 äà¼ò òàêîé æå îñòàòîê, êàê è ÷èñëî
−1. Ïîýòîìó 1099 ïðè äåëåíèè íà 11 äà¼ò òàêîé æå îñòàòîê, êàê
è ÷èñëî (−1)99, òî åñòü −1.

×èñëî 12 ïðè äåëåíèè íà 11 äà¼ò îñòàòîê 1, ïîýòîìó 1299 ïðè
äåëåíèè íà 11 äà¼ò òàêîé æå îñòàòîê, êàê è ÷èñëî 199, òî åñòü 1.

Íî òîãäà 1099+1299 ïðè äåëåíèè íà 11 äà¼ò òàêîé æå îñòàòîê,
êàê è ÷èñëî (−1)+1, òî åñòü 0. Çíà÷èò, ÷èñëî 1099+1299 äåëèòñÿ
íà 11.

N

Êàê ìû óæå óñïåëè çàìåòèòü, ñëîâà ¾÷èñëî . . . ïðè äå-
ëåíèè íà m äà¼ò òàêîé æå îñòàòîê, êàê è ÷èñëî . . . ¿ â ðå-
øåíèè çàäà÷ ïðèõîäèòñÿ ïîâòîðÿòü äîñòàòî÷íî ÷àñòî. Ïî-
ýòîìó èõ ìîæíî çàìåíèòü òàêèì óäîáíûì îáîçíà÷åíèåì:

Åñëè ÷èñëî a ïðè äåëåíèè íà m äà¼ò òàêîé æå
îñòàòîê, êàê è ÷èñëî b, òî áóäåì ýòî çàïèñûâàòü
òàê:

a ≡ b(mod m) èëè a
m≡ b

×èñëà a è b ïðè ýòîì áóäåì íàçûâàòü ñðàâíèìûìè
ïî ìîäóëþ m.

Ñ ó÷¼òîì ýòèõ îáîçíà÷åíèé ðåøåíèå ïðåäûäóùåé çàäà-
÷è çàïèøåòñÿ áîëåå êîìïàêòíî è àêêóðàòíî:

Ïðèìåð 33. Äîêàæèòå, ÷òî 1099 + 1299 äåëèòñÿ íà 11.

H

10
11≡ −1⇒ 1099

11≡ (−1)99 = −1.

10
11≡ 1⇒ 1299

11≡ 199 = 1.

Òîãäà 1099 + 1299
11≡ (−1) + 1 = 0⇒ 1099 + 1299

... 11.

N
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3.4 Çàäàíèÿ äëÿ øêîëüíèêîâ

Â ýòîì ðàçäåëå ïðåäëàãàåþñÿ êîìïëåêòû çàäàíèé äëÿ
èñïîëüçîâàíèÿ íà çàíÿòèÿõ ìàòåìàòè÷åñêîãî îáúåäèíåíèÿ
ïî òåìå ¾Äåëèìîñòü è îñòàòêè¿. Çàäàíèÿ áóäóò ðàçäåëåíû
íà ãðóïïû: äëÿ ðåøåíèÿ íà çàíÿòèè (âîçìîæíî äàæå äëÿ
âûäà÷è êîìïëåêòà çàäàíèé øêîëüíèêàì) è äëÿ ñàìîñòîÿ-
òåëüíîãî ðåøåíèÿ äîìà.

Äåëèìîñòü è îñòàòêè � 1

(Äëÿ ó÷àùèõñÿ 1 ãîäà îáó÷åíèÿ â ãðóïïàõ 5-6 êëàññîâ.)

Çàäàíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ íà çàíÿòèè

1. à) Ðàçäåëèòå ÷èñëî 100 íà 6 ñ îñòàòêîì. ×åìó ðàâ-
íî íåïîëíîå ÷àñòíîå? ×åìó ðàâåí îñòàòîê îò äå-
ëåíèÿ?

á) Âïèøèòå ÷èñëà â ïðÿìîóãîëüíèêè, ÷òîáû ðàâåí-
ñòâî ñòàëî âåðíûì: 100 = 6 · + .

2. à) Ðàçäåëèòå ÷èñëî 1234 íà 13 ñ îñòàòêîì. ×åìó
ðàâíî íåïîëíîå ÷àñòíîå? ×åìó ðàâåí îñòàòîê îò
äåëåíèÿ?

á) Âïèøèòå ÷èñëà â ïðÿìîóãîëüíèêè, ÷òîáû ðàâåí-
ñòâî ñòàëî âåðíûì: 1234 = 13 · + .

3. Íàéäèòå îñòàòêè îò äåëåíèÿ:

à) 1234 íà 8;
á) 1000 íà 13;
â) 54321 íà 11.

4. Íàéäèòå îñòàòêè îò äåëåíèÿ:

à) 121 · 200 + 132 íà 6;
á) 100 · 200 · 300 + 400 íà 11;
â) 1024 · 1025 · 1026 + 1027 íà 7.
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5. Íà êàêóþ öèôðó çàêàí÷èâàåòñÿ ÷èñëî 123 · 456 · 789?

6. Èç êíèãè âûðâàëè 3 ñòðàíèöû. Ìîæåò ëè ñóììà 6
÷èñåë, ÿâëÿþùèõñÿ íîìåðàìè (ñ äâóõ ñòîðîí) ýòèõ
ñòðàíèö, áûòü ðàâíîé 320?

7. Îäíî ÷èñëî (äåëèìîå) ðàçäåëèëè íà äðóãîå ÷èñëî
(äåëèòåëü) ñ îñòàòêîì. Äåëèìîå è äåëèòåëü óìíîæè-
ëè íà 3. Ìîæåò ëè ïðè ýòîì èçìåíèòüñÿ îñòàòîê îò
äåëåíèÿ?

8. Íà ïíå ñòàðîãî äóáà áûëî çàïèñàíî ÷èñëî 33. Êàæ-
äûé èç 33 áîãàòûðåé, ïðîõîäÿ ìèìî ïíÿ, óìíîæàë
çàïèñàííîå ÷èñëî íà 2 (ïðè ýòîì ñòèðàë ñòàðîå ÷èñ-
ëî è ïèñàë òî, êîòîðîå ó íåãî ïîëó÷èëîñü). Íà êàêóþ
öèôðó ïîñëå ýòîãî áóäåò çàêàí÷èâàòüñÿ çàïèñàííîå
÷èñëî?

9. ×èñëî ïðè äåëåíèè íà 9 äà¼ò îñòàòîê 5. Êàêîé îñòà-
òîê äàñò ýòî ÷èñëî ïðè äåëåíèè íà 3? À êàêîé îñòàòîê
ìîæåò áûòü ó ýòîãî ÷èñëà ïðè äåëåíèè íà 6? Îáúÿñ-
íèòå ñâîé îòâåò.

Ïðèìå÷àíèå. Çàäà÷è, àíàëîãè÷íûå ïðåäëîæåííûì, îá-
ñóæäàëèñü âûøå ïðè ðàçáîðå äàííîé òåìû.

Äîìàøíåå çàäàíèå

1. Íà êàêóþ öèôðó çàêàí÷èâàåòñÿ ÷èñëî (102 · 103 +
+ 128) · 193 + 126 · 117?

2. ×èñëî ïðè äåëåíèè íà 16 äà¼ò îñòàòîê 4. À êàêîé
îñòàòîê äàñò ýòî ÷èñëî ïðè äåëåíèè íà 8? À ïðè äå-
ëåíèè íà 4? Îáúÿñíèòå ñâîé îòâåò.

3. Ïðèäóìàéòå òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ÷òîáû îíî ïðè
äåëåíèè íà 4 äàâàëî îñòàòîê 3, ïðè äåëåíèè íà 5 �
îñòàòîê 4, à ïðè äåëåíèè íà 7 � îñòàòîê 6.
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4. Ïîêàæèòå, ÷òî ñðåäè ëþáûõ øåñòè öåëûõ ÷èñåë íàé-
äóòñÿ äâà, ðàçíîñòü êîòîðûõ êðàòíà 5. Îñòàíåòñÿ ëè
ýòî óòâåðæäåíèå âåðíûì, åñëè âìåñòî ðàçíîñòè âçÿòü
ñóììó?

Äåëèìîñòü è îñòàòêè � 2

(Äëÿ ó÷àùèõñÿ 2 ãîäà îáó÷åíèÿ â ãðóïïàõ 6-8 êëàññîâ.)

Çàäàíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ íà çàíÿòèè

1. Íàéäèòå îñòàòêè îò äåëåíèÿ:

à) 200 · 300 · 400 + 500 íà 11;
á) 1006 íà 7;
â) 100100 + 200200 íà 11.

2. Íà êàêóþ öèôðó çàêàí÷èâàåòñÿ ÷èñëî 123123?

3. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ 8100 + 9100 + 10100 íà 8.

4. Äîêàæèòå, ÷òî 1099 + 1299 äåëèòñÿ íà 11.

5. Èç êíèãè âûðâàëè 25 ñòðàíèö. Ìîæåò ëè ñóììà 50
÷èñåë, ÿâëÿþùèõñÿ íîìåðàìè (ñ äâóõ ñòîðîí) ýòèõ
ñòðàíèö, áûòü ðàâíîé 2721?

6. Ìîæåò ëè ÷èñëî 2016n + 2017n + 2018n îêàí÷èâàòüñÿ
íà 7 ïðè êàêîì-íèáóäü íàòóðàëüíîì n?

Ïðèìå÷àíèå. Çàäà÷è, àíàëîãè÷íûå ïðåäëîæåííûì, îá-
ñóæäàëèñü âûøå ïðè ðàçáîðå äàííîé òåìû.

Äîìàøíåå çàäàíèå

1. Íà êàêóþ öèôðó çàêàí÷èâàåòñÿ ÷èñëî 20142015?

2. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ 8100 + 9100 + 10100 íà 7.
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3. Ïðèäóìàéòå íå÷¼òíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ÷òîáû îíî
ïðè äåëåíèè íà 5 äàâàëî îñòàòîê 4, ïðè äåëåíèè íà 7
� îñòàòîê 6, à ïðè äåëåíèè íà 11 � îñòàòîê 10.

3.5 Äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷è

Êàê è ðàíåå, ïðåäëîæåííûå çàäà÷è ìîæíî èñïîëüçîâàòü
ïðè ôîðìèðîâàíèè êîìïëåêòà çàäàíèé äëÿ ó÷àùèõñÿ ìà-
òåìàòè÷åñêèõ îáúåäèíåíèé 1 ãîäà îáó÷åíèÿ â ãðóïïàõ 6-7
êëàññîâ, ïðè ïîâòîðåíèè òåìû ¾Îñíîâû òåîðèè ÷èñåë¿ ñ
ó÷àùèìèñÿ 2 ãîäà îáó÷åíèÿ, à òàêæå â êà÷åñòâå äîïîë-
íèòåëüíûõ çàäàíèé â ñèëüíûõ ãðóïïàõ 1 ãîäà îáó÷åíèÿ,
ñôîðìèðîâàííûõ èç øêîëüíèêîâ 5 êëàññîâ è 5-6 êëàññîâ.

17. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ: à) 2100 íà 3; á) 1000100

íà 11.
18. Íà êàêóþ öèôðó îêàí÷èâàåòñÿ ÷èñëî 777777?
19. Íà êàêóþ öèôðó îêàí÷èâàåòñÿ ÷èñëî 20191989?

À íà êàêèå öèôðû îêàí÷èâàþòñÿ ÷èñëà 20191992, 20021989,
19921992?
20. Â ìàãàçèíå áûëî 6 ÿùèêîâ, ìàññû êîòîðûõ ñîîò-

âåòñòâåííî 15, 16, 18, 19, 20 è 31 êèëîãðàììîâ. Äâå ôèð-
ìû ïðèîáðåëè ïÿòü ÿùèêîâ, ïðè÷åì îäíà èç íèõ âçÿëà ïî
ìàññå ÿáëîê â äâà ðàçà áîëüøå, ÷åì äðóãàÿ. Êàêîé ÿùèê
îñòàëñÿ â ìàãàçèíå?
21. Íà çàíÿòèè êðóæêà 10 øêîëüíèêîâ ðåøàëè 10

çàäà÷. Âñå øêîëüíèêè ðåøèëè ðàçíîå êîëè÷åñòâî çàäà÷;
êàæäóþ çàäà÷ó ðåøèëî îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî øêîëüíè-
êîâ. Îäèí èç ýòèõ äåñÿòè øêîëüíèêîâ, Áîðÿ, ðåøèë çàäà÷è
ñ ïåðâîé ïî ïÿòóþ è íå ðåøèë çàäà÷è ñ øåñòîé ïî äåâÿòóþ.
Ðåøèë ëè îí äåñÿòóþ çàäà÷ó?
22. Äîêàæèòå, ÷òî 3099 + 61100 äåëèòñÿ íà 31.
23. Äîêàæèòå, ÷òî n3 + 2n äåëèòñÿ íà 3 ïðè ëþáîì

íàòóðàëüíîì n.
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24. Íàéäèòå ïîñëåäíþþ öèôðó ÷èñëà 77
77

.
25. Íàéäèòå îñòàòêè, îò äåëåíèÿ ÷èñëà 22015 íà 3, 5, 7,

. . . , 17.
26. Íà Ëóíå èìåþò õîæäåíèå ìîíåòû äîñòîèíñòâîì â

1, 15 è 50 ôåðòèíãîâ. Íåçíàéêà îòäàë çà ïîêóïêó íåñêîëüêî
ìîíåò è ïîëó÷èë ñäà÷ó � íà îäíó ìîíåòó áîëüøå. Êàêîâà
íàèìåíüøàÿ âîçìîæíàÿ öåíà ïîêóïêè?
27. Ñóììà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a, b, c äåëèòñÿ íà 6.

Äîêàæèòå, ÷òî a3 + b3 + c3 òîæå äåëèòñÿ íà 6.
28. Ñóììà òðåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ÿâëÿþùèõñÿ òî÷-

íûìè êâàäðàòàìè, äåëèòñÿ íà 9. Äîêàæèòå, ÷òî èç íèõ
ìîæíî âûáðàòü äâà, ðàçíîñòü êîòîðûõ òàêæå äåëèòñÿ íà 9.
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4 Ïðîñòûå è ñîñòàâíûå ÷èñëà

4.1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Åñòåñòâåííî, íà÷í¼ì ñ ïîâòîðåíèÿ îïðåäåëåíèé.
Íàòóðàëüíîå ÷èñëî n > 1 íàçîâ¼ì ïðîñòûì, åñëè îíî

èìååò òîëüêî äâà íàòóðàëüíûõ äåëèòåëÿ � 1 è n (òî åñòü
äåëèòñÿ òîëüêî íà 1 è íà ñåáÿ).

Íàòóðàëüíîå ÷èñëî n íàçîâ¼ì ñîñòàâíûì, åñëè êðîìå
1 è n îíî èìååò è äðóãèå íàòóðàëüíûå äåëèòåëè. Èíà÷å
ãîâîðÿ, ñîñòàâíîå ÷èñëî � ýòî òàêîå ÷èñëî, êîòîðîå ìîæíî
ðàçëîæèòü íà íàòóðàëüíûå ìíîæèòåëè, áîëüøèå 1.

Íàïðèìåð, ÷èñëà 5 è 17 � ïðîñòûå, à ÷èñëà 4 è 105 �
ñîñòàâíûå (ïîòîìó ÷òî 4 = 2 · 2, à 105 = 3 · 35).

Îòìåòèì, ÷òî ÷èñëî 1 íå ñ÷èòàåòñÿ íè ïðîñòûì, íè ñî-
ñòàâíûì. Çà÷åì ýòî íóæíî � îá ýòîì ìû ïîãîâîðèì ñîâñåì
ñêîðî.

Êàê ìû óæå óïîìèíàëè, ñîñòàâíîå ÷èñëî n ìîæíî ðàç-
áèòü íà ìíîæèòåëè, êàæäûé èç êîòîðûõ áîëüøå 1 (è ïðè
ýòîì, î÷åâèäíî, ìåíüøå n). Íà ýòîì ìîæíî íå îñòàíàâëè-
âàòüñÿ, à ýòè ìíîæèòåëè òîæå ðàçëîæèòü íà áîëåå ìåëêèå
ìíîæèòåëè, åñëè ýòî âîçìîæíî, è ïðîäîëæèòü ýòîò ïðî-
öåññ. Íàïðèìåð, â ðàçëîæåíèè 105 = 3 · 35 ìíîæèòåëü 35
ìîæíî åù¼ ðàçëîæèòü: 105 = 3 · 35 = 3 · 5 · 7.

Êîãäà æå ýòîò ïðîöåññ ðàçëîæåíèÿ îñòàíîâèòñÿ? Î÷å-
âèäíî, êîãäà âñå ïîëó÷åííûå ìíîæèòåëè îêàæóòñÿ íåðàç-
ëîæèìûìè (òî åñòü ïðîñòûìè). Ïî÷åìó æå ýòîò ìîìåíò
íàñòóïèò? Ýòî ìîæíî äîêàçàòü ðàçíûìè ñïîñîáàìè: íà-
ïðèìåð, îöåíèòü êîëè÷åñòâî ìíîæèòåëåé (ïîêàçàòü, ÷òî
îíî íå ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèì) èëè âîñïîëü-
çîâàòüñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.

Òàêèì îáðàçîì, ìû óñòàíîâèëè âàæíûé ôàêò:

Ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n > 1 èëè ñàìî ïî ñåáå
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì, èëè ìîæåò áûòü ðàçëîæåíî
íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè.
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Âïðî÷åì, ïðîñòîå ÷èñëî ìîæíî òîæå ñ÷èòàòü ðàçëîæåí-
íûì íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè, òîëüêî ýòîò ìíîæèòåëü ðîâ-
íî îäèí. Ïîýòîìó óïîìèíàíèå ¾èëè ñàìî ïî ñåáå ÿâëÿåòñÿ
ïðîñòûì¿ ìîæíî äàæå ñ÷èòàòü èçëèøíèì.

À ìîæíî ëè îäíî ÷èñëî ðàçëîæèòü íà ïðîñòûå ìíîæèòå-
ëè ðàçíûìè ñïîñîáàìè? Êîíå÷íî, ìîæíî ïðèâåñòè ïðèìåð
(äîïóñòèì, 35 = 5 ·7 = 7 ·5), ïîýòîìó ñäåëàåì âàæíîå óòî÷-
íåíèå: áóäåì ñ÷èòàòü îäèíàêîâûìè ðàçëîæåíèÿ, êîòîðûå
îòëè÷àþòñÿ òîëüêî ïîðÿäêîì ìíîæèòåëåé. Íàïðèìåð, 5 · 7
� òî æå ñàìîå, ÷òî 7·5. À âîò 17·3 è 7·13 � ýòî ðàçíûå ðàç-
ëîæåíèÿ (õîòÿ áû ïîòîìó, ÷òî â ïåðâîì åñòü ìíîæèòåëü 3,
à âî âòîðîì íåò).

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðàçëîæåíèå ÷èñëà íà ïðîñòûå ìíîæè-
òåëè ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì. Âìåñòå ñ ðàíåå äîêàçàííûì
ôàêòîì ñóùåñòâîâàíèÿ ðàçëîæåíèÿ íà ïðîñòûå ìíîæèòå-
ëè ýòî ñîñòàâëÿåò îñíîâíóþ òåîðåìó àðèôìåòèêè:

Ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n > 1 ìîæåò áûòü
ðàçëîæåíî íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè, ïðè÷¼ì åäèí-
ñòâåííûì îáðàçîì.

Åäèíñòâåííîñòü, êîíå÷íî æå, çäåñü ñ÷èòàåòñÿ ñ òî÷íî-
ñòüþ äî ïåðåñòàíîâîê ìíîæèòåëåé.

Âñ¼ æå âåðí¼ìñÿ ê ÷èñëó 1. Ïî÷åìó æå åãî ¾îáèäåëè¿,
èñêëþ÷èâ èç ÷èñëà ïðîñòûõ ÷èñåë? Âðîäå êàê, âïîëíå ïîä-
õîäèò ïîä îïðåäåëåíèå ¾äåëèòñÿ òîëüêî íà 1 è íà ñåáÿ¿, íî
îáúÿâëåíî îñîáåííûì ÷èñëîì � íè ïðîñòûì, íè ñîñòàâ-
íûì. Âî ìíîãîì ïðè÷èíà â åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ
÷èñëà íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè. Åñëè îáúÿâèòü 1 ïðîñòûì
÷èñëîì, òî åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ óæå íå áóäåò: íà-
ïðèìåð, 35 = 5 ·7 = 1 ·1 ·5 ·7. Êîíå÷íî, äëÿ ÷èñëà 1 ìîæíî
áûëî áû ñäåëàòü îãîâîðêó (â äóõå ¾. . . ïðè÷¼ì åäèíñòâåí-
íûì îáðàçîì (ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ìíîæèòåëåé
è êîëè÷åñòâà åäèíèö â ðàçëîæåíèè)¿), íî ïîêàçàëîñü áî-
ëåå óäîáíûì íàäåëèòü ÷èñëî 1 îñîáûì èñêëþ÷èòåëüíûì
ñòàòóñîì.
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Ïðèìåð 34. Ìîæåò ëè ñóììà òð¼õ ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòó-

ðàëüíûõ ÷èñåë áûòü ïðîñòûì ÷èñëîì?

H
Íå ìîæåò.

Äîêàæåì, ÷òî ýòà ñóììà äåëèòñÿ íà 3. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ýòè
÷èñëà ðàâíû n, n+1 è n+2, òî èõ ñóììà ðàâíà n+(n+1)+(n+
+2) = 3n+3 � äåëèòñÿ íà 3. Áîëåå òîãî, ýòà ñóììà ðàâíà 3 ·(n+
+1) � òî åñòü ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå äâóõ íàòóðàëüíûõ
ìíîæèòåëåé áîëüøèõ 1, ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâíûì ÷èñëîì.

N

4.2 Ñâîéñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë

Ñâîéñòâî 19. Íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé è îòëè÷íûé îò 1

äåëèòåëü íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, áîëüøåãî åäèíèöû, ÿâëÿåòñÿ ïðî-

ñòûì ÷èñëîì.

H
Ïóñòü a � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, áîëüøåå åäèíèöû, è b � íàè-

ìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé è îòëè÷íûé îò åäèíèöû äåëèòåëü ÷èñëà
a. Äîêàæåì, ÷òî b � ïðîñòîå ÷èñëî.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: b � ñîñòàâíîå ÷èñëî. Òîãäà ñóùå-
ñòâóåò äåëèòåëü ÷èñëà b (îáîçíà÷èì åãî b1), êîòîðûé îòëè÷åí êàê
îò 1, òàê è îò b. Åñëè òàêæå ó÷åñòü, ÷òî àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà äå-
ëèòåëÿ íå ïðåâîñõîäèò àáñîëþòíîé âåëè÷èíû äåëèìîãî (ýòî ìû
çíàåì èç ñâîéñòâ äåëèìîñòè), òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå
1 < b1 < b. Íî òàê êàê a äåëèòñÿ íà b, à b äåëèòñÿ íà b1, òî a
äåëèòñÿ è íà b1 (ïî ñâîéñòâó 5), ïðè÷¼ì 1 < b1 < b. Íî òîãäà b
� íå íàèìåíüøèé îòëè÷íûé îò åäèíèöû äåëèòåëü ÷èñëà a, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

N
Ñâîéñòâî 20. Ïðîñòûõ ÷èñåë áåñêîíå÷íî ìíîãî.

H
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê � òî åñòü ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðî-

ñòûõ ÷èñåë êîíå÷íîå ÷èñëî. Òîãäà âûïèøåì âñå ýòè ïðîñòûå ÷èñ-
ëà: p1, p2, . . . , pn. Ïîêàæåì, ÷òî ìû âñåãäà ìîæåì íàéòè ïðîñòîå
÷èñëî, îòëè÷íîå îò óêàçàííûõ.
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Ðàññìîòðèì ÷èñëî p = p1 · p2 · . . . · pn + 1. Ïîíÿòíî, ÷òî ýòî
÷èñëî îòëè÷íî îò êàæäîãî èç ïðîñòûõ ÷èñåë p1, p2, . . . , pn. Åñ-
ëè ÷èñëî p � ïðîñòîå, òî òåîðåìà äîêàçàíà. Åñëè æå ýòî ÷èñëî
ñîñòàâíîå, òî â ñèëó ïðåäûäóùåé òåîðåìû ñóùåñòâóåò ïðîñòîé
äåëèòåëü ýòîãî ÷èñëà (îáîçíà÷èì åãî pn+1). Ïîêàæåì, ÷òî ýòîò
äåëèòåëü íå ñîâïàäàåò íè ñ îäíèì èç ÷èñåë p1, p2, . . . , pn. Åñ-
ëè áû ýòî áûëî íå òàê, òî ïî ñâîéñòâàì äåëèìîñòè ïðîèçâåäåíèå
p1 · p2 · . . . · pn äåëèëîñü áû íà pn+1. Íî íà pn+1 äåëèòñÿ è ÷èñ-
ëî p = p1 · p2 · . . . · pn + 1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íà pn+1 äîëæíî
äåëèòüñÿ âòîðîå ñëàãàåìîå ýòîé ñóììû, êîòîðîå ðàâíî åäèíèöå,
à ýòî íåâîçìîæíî. Òàê äîêàçàíî, ÷òî âñåãäà ìîæåò áûòü íàéäåíî
íîâîå ïðîñòîå ÷èñëî, íå çàêëþ÷àþùååñÿ ñðåäè ëþáîãî êîëè÷åñòâà
íàïåðåä çàäàííûõ ïðîñòûõ ÷èñåë. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîñòûõ ÷èñåë
áåñêîíå÷íî ìíîãî.

N
Ñâîéñòâî 21. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî. Òîãäà åñëè ab

... p,

òî a
... p èëè b

... p (àíàëîãè÷íî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîëè÷åñòâà

ìíîæèòåëåé).

H
Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà, êîíå÷íî, ìîæíî áûëî áû ïðîâå-

ñòè ñ ïîìîùüþ îñíîâíîé òåîðåìû àðèôìåòèêè. Îäíàêî íàïîì-
íèì, ÷òî å¼ ìû ïîêà ÷òî íå äîêàçàëè, à ïîýòîìó òàêîé ñïîñîá
¾äîêàçàòåëüñòâà¿ ÿâëÿåòñÿ íåêîððåêòíûì. Áîëåå òîãî, â äàëü-
íåéøåì ìû êàê ðàç îñíîâíóþ òåîðåìó àðèôìåòèêè äîêàæåì ñ
ïîìîùüþ ðàññìàòðèâàåìîãî ñâîéñòâà, ïîýòîìó ñåé÷àñ ýòîò ôàêò
ìû ïîêà îñòàâèì áåç äîêàçàòåëüñòâà, à ïîòîì ê íåìó âåðí¼ìñÿ.

N

4.3 Ðàçáîð çàäà÷

Ïðèìåð 35. Ðàçëîæèòå íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè ÷èñëà 91, 128

è 900.

H
91 = 7 · 13.
128 = 2 · 2 · 2 · 2 · 2 · 2 · 2 · 2.
900 = 2 · 2 · 3 · 3 · 5 · 6.
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N
Ïðèìåð 36. Íàéäèòå âñå ïðîñòûå ÷èñëà, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ

íà 17.

H
Ïóñòü n è n+ 17 � ïðîñòûå ÷èñëà. Åñëè n íå÷¼òíî, òî n+ 17

÷¼òíî è áîëüøå 2, ïîýòîìó íå ïðîñòîå. Òîãäà n ÷¼òíî, íî åñòü
òîëüêî îäíî ÷¼òíîå ïðîñòîå ÷èñëî: n = 2. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ïàðå
ïðîñòûõ ÷èñåë 2 è 19.

N
Ïðèìåð 37. Íàéäèòå äâà òàêèõ ïðîñòûõ ÷èñëà, ÷òî è èõ ñóììà,

è èõ ðàçíîñòü � òîæå ïðîñòûå ÷èñëà.

H
Åñëè îáà ÷èñëà íå÷¼òíûå, òî è ñóììà èõ, è ðàçíîñòü áóäóò

÷¼òíû, à ÷¼òíîå ïðîñòîå ÷èñëî âñåãî îäíî. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñðåäè
èñêîìûõ ïðîñòûõ ÷èñåë îáÿçàòåëüíî îäíî ÷¼òíîå, ò.å. îäíî ÷èñ-
ëî ðàâíî 2. ×òîáû ïîäîáðàòü âòîðîå ÷èñëî, íóæíî èìåòü â âèäó,
÷òî ðàçíîñòü, âòîðîå ÷èñëî è ñóììà ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè
íå÷¼òíûìè ÷èñëàìè. Ñðåäè òàêèõ ÷èñåë îäíî îáÿçàòåëüíî äåëèò-
ñÿ íà 3. Çíà÷èò, âñå òðè ïðîñòûìè ìîãóò áûòü òîëüêî â ñëó÷àå,
êîãäà îäíî èç íèõ ðàâíî 3. Èòàê, îäíî èç ÷èñåë ðàâíî 2, ðàçíîñòü
(èëè ñóììà) ðàâíà 3. Åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü � ÷èñëà 2 è 5.

N
Ïðèìåð 38. Èçâåñòíî, ÷òî p > 3 è p � ïðîñòîå ÷èñëî. Êàê âû

äóìàåòå: à) áóäóò ëè ÷¼òíûìè ÷èñëà (p+1) è (p− 1); á) áóäåò ëè
õîòÿ áû îäíî èç íèõ äåëèòüñÿ íà 3?

H
Ïîñêîëüêó p � ïðîñòîå è áîëüøå 3, òî ñðåäè äåëÿùèõñÿ íà 2

åãî íå áóäåò, à ñðåäè òðåõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñåë p − 1, p, p +
+ 1, îäíî îáÿçàòåëüíî äåëèòñÿ íà 2, íî ýòî íå p. Çíà÷èò, îòâåò
çàäà÷è (à) ïîëîæèòåëüíûé. Äëÿ 3 çàäà÷à ðåøàåòñÿ àíàëîãè÷íî,
îòâåò ïîëîæèòåëüíûé.

Îáðàòèòå âíèìàíèå! Çäåñü ìû ïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ïðîñòîå
÷èñëî íå ìîæåò äåëèòüñÿ íà 2 èëè 3. Áóäüòå îñòîðîæíû � ýòî
íå âñåãäà òàê. Åñòü äâà ïðîñòûõ ÷èñëà 2 è 3, äëÿ êîòîðûõ ýòè
ñîîáðàæåíèÿ íåâåðíû. Íî â íàøåì óñëîâèè óêàçàíî, ÷òî p > 3,
çíà÷èò, ìû ìîæåì ïîëüçîâàòüñÿ ýòèì ñâîéñòâîì.

N
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Ïðèìåð 39. Èçâåñòíî, ÷òî p > 3 è p � ïðîñòîå ÷èñëî. Êàê âû

äóìàåòå, áóäåò ëè õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë (p+1) è (p−1) äåëèòüñÿ
íà 4? À íà 5?

H
Ïðè p = 13 íè îäíî èç ÷èñåë íå äåëèòñÿ íà 5. Òåïåðü ðàçáå-

ðåìñÿ ñ äåëèìîñòüþ íà 4. Ðàññìîòðèì ÷èñëà p−1, p, p+1, p+2.
Èç ÷åòûðåõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñåë îäíî îáÿçàòåëüíî äåëèòñÿ íà
4, íî ýòî íå p (îíî ïðîñòîå) è íå p + 2 (îíî íå÷¼òíîå). Çíà÷èò,
îäíî èç ÷èñåë p+ 1 èëè p− 1 áóäåò äåëèòüñÿ íà 4.

N
Ïðèìåð 40. Â ñåìüå øåñòåðî äåòåé. Ïÿòåðî èç íèõ ñîîòâåò-

ñòâåííî íà 2, 6, 8, 12 è 14 ëåò ñòàðøå ìëàäøåãî, ïðè÷¼ì âîçðàñò

êàæäîãî ðåá¼íêà � ïðîñòîå ÷èñëî. Ñêîëüêî ëåò ìëàäøåìó?

H
Âîçðàñò ìëàäøåãî ðåáåíêà íå ìîæåò áûòü ÷¼òíûì ÷èñëîì, òàê

êàê èíà÷å âîçðàñòû ñòàðøèõ äåòåé íå áóäóò ïðîñòûìè ÷èñëàìè.
Îí íå ìîæåò îêàí÷èâàòüñÿ íà 1, 3, 7, 9 � èíà÷å âîçðàñò îäíîãî èç
ñòàðøèõ äåòåé áóäåò äåëèòüñÿ íà 5 (òàê êàê áóäåò îêàí÷èâàòüñÿ íà
0 èëè íà 5). Òîãäà âîçðàñò ìëàäøåãî ðåá¼íêà ìîæåò îêàí÷èâàòüñÿ
òîëüêî íà 5. Åäèíñòâåííîå ïðîñòîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå ýòèì
óñëîâèÿì, � 5 (èíà÷å âîçðàñò ìëàäøåãî äåëèòñÿ íà 5 è áîëüøå
ïÿòè). Ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè âîçðàñò ìëàäøåãî ðåáåíêà
áóäåò ðàâåí 5 ãîäàì, âîçðàñòû âñåõ ñòàðøèõ áóäóò âûðàæàòüñÿ
ïðîñòûìè ÷èñëàìè.

Îòâåò: 5 ëåò.

N
Ïðèìåð 41. Èçâåñòíî, ÷òî îñòàòîê îò äåëåíèÿ íåêîòîðîãî ïðî-

ñòîãî ÷èñëà íà 60 ðàâåí ñîñòàâíîìó ÷èñëó. Êàêîìó?

H
Îòâåò: 49

Òàê êàê 60 = 2·2·3·5, òî îñòàòîê íå ìîæåò áûòü êðàòåí ÷èñëàì
2, 3 èëè 5 (èíà÷å èñõîäíîå ÷èñëî îáëàäàëî áû òåì æå ñâîéñòâîì
è íå ìîãëî áû îêàçàòüñÿ ïðîñòûì). Òàê êàê îñòàòîê ìåíüøå ÷åì
60 è ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì õîòÿ áû äâóõ ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé,
òî îí ðàâåí 7 · 7. Äðóãèå âàðèàíòû íåâîçìîæíû, ïîñêîëüêó óæå
ñëåäóþùåå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïðîñòûõ ÷èñåë (7 · 11) áîëüøå 60.

N
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Ïðèìåð 42. Èçâåñòíî, ÷òî ÷èñëà p è p2 + 2 � ïðîñòûå. Äîêà-

æèòå, ÷òî ÷èñëî p3 + 2 òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì.

H

Åñëè p äåëèòñÿ íà 3, òî (òàê êàê p ïðîñòîå) p = 3, ïðè ýòîì p2+
+2 = 32+2 = 11 � ïðîñòîå ÷èñëî. Íåïîñðåäñòâåííî óáåæäàåìñÿ,
÷òî p3 + 2 = 33 + 2 = 29 � ïðîñòîå.

Åñëè p íå äåëèòñÿ íà 3, òî ïðè äåëåíèè íà 3 îíî ìîæåò èìåòü
îñòàòêè 1 èëè 2. Åñëè ïðè äåëåíèè íà 3 ÷èñëî p äà¼ò îñòàòîê
1, òî p2 òîæå áóäåò äàâàòü îñòàòîê 1, òîãäà p2 + 2 äåëèòñÿ íà
3 (è áîëüøå 3), ïîýòîìó íå ìîæåò áûòü ïðîñòûì. Àíàëîãè÷íî
ðàçáèðàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà p ïðè äåëåíèè íà 3 äà¼ò îñòàòîê 2.

N

Ïðèìåð 43. Ìîæíî ëè êëåòêè òàáëèöû 2015×2016 çàïîëíèòü
íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè òàê, ÷òîáû ñóììû ÷èñåë â êàæäîì ñòîëá-

öå è ñóììû ÷èñåë â êàæäîé ñòðîêå áûëè áû ïðîñòûìè ÷èñëàìè?

H

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ñóìåëè ðàññòàâèòü ÷èñëà òðåáóåìûì
îáðàçîì. Òîãäà ñóììà ÷èñåë â êàæäîì ñòîëáöå (êàæäîé ñòðîêå)
áîëüøå 2. Ïîýòîìó âñå ñîîòâåòñòâóþùèå ñóììû íå÷¼òíû, òàê êàê
îíè ïðîñòûå è áîëüøå 2. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóììà âñåõ ÷èñåë â òàá-
ëèöå ñ îäíîé ñòîðîíû ðàâíà ñóììå 2015 íå÷¼òíûõ ÷èñåë, òî åñòü
íå÷¼òíà, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, îíà ðàâíà ñóììå 2016 íå÷¼òíûõ ÷è-
ñåë, òî åñòü ÷¼òíà. Ïðîòèâîðå÷èå.

N

Ïðèìåð 44. Íàéäèòå âñå ïðîñòûå ÷èñëà, êîòîðûå íåëüçÿ çà-

ïèñàòü â âèäå ñóììû äâóõ ñîñòàâíûõ.

H

Äîêàæåì, ÷òî ëþáîå ïðîñòîå ÷èñëî p > 11, ïðåäñòàâëÿåòñÿ
â âèäå ñóììû äâóõ ñîñòàâíûõ. Ïîñêîëüêó ëþáîå ïðîñòîå ÷èñëî,
áîëüøåå äâóõ, íå÷åòíî, òî ÷èñëî p � íå÷åòíîå, à p−9 � ÷åòíîå (è
áîëüøå 2) è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîñòàâíîå. Ïîýòîìó p = (p−9)+9 �
èñêîìîå ïðåäñòàâëåíèå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåïîñðåäñòâåííî ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî âñå ïðîñòûå ÷èñëà, ìåíüøèå èëè ðàâíûå 11 (à ýòî
� 2, 3, 5, 7 è 11), íå ïðåäñòàâèìû â âèäå ñóììû äâóõ ñîñòàâíûõ.

N
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4.4 Çàäàíèÿ äëÿ øêîëüíèêîâ

Â ýòîì ðàçäåëå ïðåäëàãàåþñÿ êîìïëåêòû çàäàíèé äëÿ
èñïîëüçîâàíèÿ íà çàíÿòèÿõ ìàòåìàòè÷åñêîãî îáúåäèíåíèÿ
ïî òåìå ¾Îñíîâû òåîðèè ÷èñåë¿ (¾Ïðîñòûå è ñîñòàâíûå
÷èñëà¿). Çàäàíèÿ áóäóò ðàçäåëåíû íà ãðóïïû: äëÿ ðåøå-
íèÿ íà çàíÿòèè (âîçìîæíî äàæå äëÿ âûäà÷è êîìïëåêòà çà-
äàíèé øêîëüíèêàì) è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ äî-
ìà.

Ïðîñòûå è ñîñòàâíûå ÷èñëà

(Äëÿ ó÷àùèõñÿ 2 ãîäà îáó÷åíèÿ â ãðóïïàõ 6-8 êëàññîâ.)

Çàäàíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ íà çàíÿòèè

1. Ðàçëîæèòå íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè ÷èñëà: 256, 10000,
1225, 1287, 2015, 2016.

2. ßâëÿåòñÿ ëè ïðîñòûì ÷èñëî 123456789?

3. Ìîæåò ëè ñóììà äâóõ ïðîñòûõ ÷èñåë áûòü ðàâíîé
2015?

4. Ïðîñòûå ÷èñëà 2 è 3 îòëè÷àþòñÿ íà 1. Íàéäóòñÿ ëè
åù¼ òàêèå ïàðû ïðîñòûõ ÷èñåë, îòëè÷àþùèõñÿ íà 1?
Îáîñíóéòå ñâîé îòâåò.

5. Ìîæåò ëè ñóììà òð¼õ ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë áûòü ïðîñòûì ÷èñëîì?

6. Èçâåñòíî, ÷òî p > 3 è p � ïðîñòîå ÷èñëî. Êàê âû
äóìàåòå: à) áóäóò ëè ÷¼òíûìè ÷èñëà (p+1) è (p− 1);
á) áóäåò ëè õîòÿ áû îäíî èç íèõ äåëèòüñÿ íà 3?

7. Â ñåìüå øåñòåðî äåòåé. Ïÿòåðî èç íèõ ñîîòâåòñòâåí-
íî íà 2, 6, 8, 12 è 14 ëåò ñòàðøå ìëàäøåãî, ïðè÷¼ì
âîçðàñò êàæäîãî ðåá¼íêà � ïðîñòîå ÷èñëî. Ñêîëüêî
ëåò ìëàäøåìó?
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8. Ìîæíî ëè âñå êëåòêè òàáëèöû 2015×2016 çàïîëíèòü
íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè òàê, ÷òîáû ñóììû ÷èñåë â
êàæäîì ñòîëáöå è ñóììû ÷èñåë â êàæäîé ñòðîêå áû-
ëè áû ïðîñòûìè ÷èñëàìè?

Ïðèìå÷àíèå. Ïðåäëîæåííûå çàäà÷è è àíàëîãè÷íûå èì
îáñóæäàëèñü âûøå ïðè ðàçáîðå äàííîé òåìû.

Äîìàøíåå çàäàíèå

1. Èçâåñòíî, ÷òî ÷èñëî p � ïðîñòîå. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñ-
ëî p4 + 5 � ñîñòàâíîå.

2. Íàéäèòå äâà òàêèõ ïðîñòûõ ÷èñëà, ÷òî è èõ ñóììà,
è èõ ðàçíîñòü � òîæå ïðîñòûå ÷èñëà. (Íàéäèòå âñå
âîçìîæíûå âàðèàíòû è îáîñíóéòå, ïî÷åìó íåò äðó-
ãèõ.)

3. Íàéäèòå âñå ïðîñòûå ÷èñëà, êîòîðûå íåëüçÿ çàïèñàòü
â âèäå ñóììû äâóõ ñîñòàâíûõ.

4.5 Äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷è

29. Ðàçëîæèòå íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè ÷èñëî 3650.
30. Â êíèãå ðåêîðäîâ Ãèííåññà íàïèñàíî, ÷òî íàèáîëü-

øåå èçâåñòíîå ïðîñòîå ÷èñëî ðàâíî 23021377−1. Íå îïå÷àò-
êà ëè ýòî?
31. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ïðîñòîå ÷èñëî, áîëüøåå òðåõ,

ìîæíî çàïèñàòü â îäíîì èç äâóõ âèäîâ: 6n+1 ëèáî 6n−1,
ãäå n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî.
32. ×åòâåðî ðåáÿò îáñóæäàëè îòâåò ê çàäà÷å.

Êîëÿ ñêàçàë: ¾Ýòî ÷èñëî 9¿.
Ðîìàí: ¾Ýòî ïðîñòîå ÷èñëî¿.
Êàòÿ: ¾Ýòî ÷åòíîå ÷èñëî¿.
À Íàòàøà ñêàçàëà, ÷òî ýòî ÷èñëî äåëèòñÿ íà 15.

51



Îäèí ìàëü÷èê è îäíà äåâî÷êà îòâåòèëè âåðíî, à äâîå
îñòàëüíûõ îøèáëèñü. Êàêîé îòâåò â çàäà÷å íà ñàìîì äåëå?
33. Íàéäèòå âñå p òàêèå, ÷òî ÷èñëà p, p+ 10, p+ 14 �

ïðîñòûå.
34. Íàéäèòå âñå ïðîñòûå ÷èñëà, êîòîðûå ðàâíû ñóììå

äâóõ ïðîñòûõ ÷èñåë è ðàçíîñòè äâóõ ïðîñòûõ ÷èñåë.
35. Ïîñòàâüòå â ðÿä à) 5 ïðîñòûõ ÷èñåë, á) 6 ïðîñòûõ

÷èñåë òàê, ÷òîáû ðàçíîñòè ñîñåäíèõ ÷èñåë â êàæäîì ðÿäó
áûëè ðàâíû.
36. ßâëÿåòñÿ ëè ÷èñëî 49 + 610 + 320 ïðîñòûì?
37. Íàéäèòå âñå ïàðû ïðîñòûõ ÷èñåë, ðàçíîñòü êâàä-

ðàòîâ êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ÷èñëîì.
38. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå n ïåðâûõ ïðîñòûõ ÷è-

ñåë íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì êâàäðàòîì.
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5 ÍÎÄ è ÍÎÊ

5.1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Àááðåâèàòóðû ÍÎÄ è ÍÎÊ îáû÷íî øêîëüíèêàì çíàêî-
ìû, îäíàêî íå áóäåò ëèøíèì àêêóðàòíî íàïîìíèòü îñíîâ-
íûå ïîíÿòèÿ. Íà÷í¼ì ñ ïîíÿòèÿ îáùåãî äåëèòåëÿ è îáùåãî
êðàòíîãî.

×èñëî d íàçûâàåòñÿ îáùèì äåëèòåëåì íàòóðàëüíûõ ÷è-

ñåë a è b, åñëè êàæäîå èç íèõ äåëèòñÿ íà d (a
... d è b

... d).
×èñëî D íàçûâàåòñÿ îáùèì êðàòíûì íàòóðàëüíûõ ÷è-

ñåë a è b, åñëè îíî äåëèòñÿ íà êàæäîå èç íèõ (D
... a è

D
... b).
Òåïåðü ìîæíî è îïðåäåëèòü ïîíÿòèÿ ÍÎÄ è ÍÎÊ. Â

øêîëå îáû÷íî îíè îïðåäåëÿþòñÿ òàê:

×èñëî d íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì
(ÍÎÄ) íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a è b, åñëè ýòî ñàìîå
áîëüøîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íà êîòîðîå äåëèòñÿ
êàæäîå èç ÷èñåë a è b.

×èñëî D íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøèì îáùèì äåëèòåëåì
(ÍÎÊ) íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a è b, åñëè ýòî ñàìîå
ìàëåíüêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå äåëèòñÿ íà
êàæäîå èç ÷èñåë a è b.

Áîëåå êîððåêòíî ïîíÿòèå íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ
îïðåäåëèòü òàê: ÷èñëî d íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøèì îáùèì
äåëèòåëåì (ÍÎÄ) íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a è b, åñëè

1. îíî ÿâëÿåòñÿ îáùèì äåëèòåëåì ÷èñåë a è b,

2. îíî äåëèòñÿ íà ëþáîé äðóãîé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë
a è b.

Òåì íå ìåíåå, äëÿ öåëûõ ÷èñåë ýòî ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíò-
íîé ôîðìóëèðîâêîé (äîêàçàòü ýòî ìîæíî ñàìîñòîÿòåëüíî).

53



Êàê ïðàâèëî, øêîëüíèêàì ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùèé àë-
ãîðèòì ïîèñêà íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ ÷èñåë a è b:

1. Ðàçëîæèòü a è b íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè.

2. Íàéòè îáùèå ïðîñòûå ìíîæèòåëè â ýòèõ ðàçëîæåíè-
ÿõ. Åñëè ïðîñòîé ìíîæèòåëü íåñêîëüêî ðàç ïðèñóò-
ñòâóåò êàê â îäíîì, òàê è â äðóãîì ðàçëîæåíèè, òî
áåð¼ì åãî ñòîëüêî ðàç, ñêîëüêî îí ãàðàíòèðîâàííî
âõîäèò â êàæäîå èç íèõ.

3. ÍÎÄ � ýòî ïðîèçâåäåíèå íàéäåííûõ îáùèõ ïðîñòûõ
äåëèòåëåé.

Ïðèìåð 45. Íàéäèòå ÍÎÄ(900, 350).
H
Ðàçëîæèì ÷èñëà íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè:
900 = 2 · 2 · 3 · 3 · 5 · 5,

350 = 2 · 5 · 5 · 7.
Ìíîæèòåëü 2 âõîäèò â ðàçëîæåíèå ÷èñëà 900 äâà ðàçà, à â

ðàçëîæåíèå ÷èñëà 350 � îäèí ðàç. Ïîýòîìó åãî áåð¼ì òîæå îäèí
ðàç (ìèíèìóì èç âõîæäåíèé â ðàçëîæåíèÿ ÷èñåë 900 è 350).

Ìíîæèòåëü 3 âõîäèò â ðàçëîæåíèå ÷èñëà 900, à â ðàçëîæåíèè
÷èñëà 350 åãî íåò, ïîýòîìó îáùèì îí íå ÿâëÿåòñÿ.

Ìíîæèòåëü 5 âõîäèò â ðàçëîæåíèå ÷èñëà 900 äâà ðàçà, è â
ðàçëîæåíèå ÷èñëà 350 � òîæå äâà ðàçà. Ïîýòîìó åãî áåð¼ì òîæå
äâàæäû.

Ìíîæèòåëü 7 âõîäèò â ðàçëîæåíèå ÷èñëà 350, à â ðàçëîæåíèè
÷èñëà 900 åãî íåò, ïîýòîìó îáùèì îí íå ÿâëÿåòñÿ.

Äðóãèõ ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé â ðàçëîæåíèÿõ íåò. Ïîýòîìó îñòà-
ëîñü òîëüêî ñîáðàòü íàéäåííûå îáùèå ïðîñòûå ìíîæèòåëè: ýòî 2
(îäèí ðàç) è 5 (äâà ðàçà). Ïîýòîìó ÍÎÄ(900, 350) = 2 · 5 · 5 = 50.

N

5.2 Àëãîðèòì Åâêëèäà

Ó ðàññìîòðåííîãî ¾òðàäèöèîííîãî¿ àëãîðèòìà íàõîæ-
äåíèÿ ÍÎÄ ïðè âñåé åãî ïðîñòîòå åñòü îäíî óÿçâèìîå ìå-
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ñòî. Ðàññìîòðèì åãî íà ïðîñòîì ïðèìåðå.
Ïðèìåð 46. Íàéäèòå ÍÎÄ(323, 437).

H
Ðàçëîæèì ÷èñëà íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè: . . .

Òàê. Íåáîëüøàÿ çàìèíêà: íàéòè ðàçëîæåíèå ÷èñåë 323 è 437 íà
ïðîñòûå ìíîæèòåëè íå òàê-òî ïðîñòî. Âîçüì¼ì ÷èñëî 323, íà÷í¼ì
åãî äåëèòü íà íåáîëüøèå ïðîñòûå ÷èñëà. Íà 2 îíî íå äåëèòñÿ, íà
3 � òîæå íå äåëèòñÿ (óäîáíî ïðè ýòîì çíàòü ïðèçíàêè äåëèìîñòè,
íî ìîæíî ïðîâåðèòü è íåïîñðåäñòâåííûì äåëåíèåì â ñòîëáèê), íà
5 � íå äåëèòñÿ, íà 7 � íå äåëèòñÿ. Äåëèòü íà 11, íà 13 èëè íà
÷òî-ëèáî åù¼ óæå ñîâñåì íå õî÷åòñÿ. . .Ìîæåò áûòü, îíî âîîáùå
ïðîñòîå? À âåäü åù¼ ïðåäñòîèò òî æå ñàìîå äëÿ ÷èñëà 437.

Ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíî, â ÷¼ì ïðîáëåìà: ðàçëîæåíèå ÷èñëà íà
ïðîñòûå ìíîæèòåëè ïîðîé îêàçûâàåòñÿ î÷åíü òðóäî¼ìêîé çàäà-
÷åé. Íî âåäü èìåííî íà ýòîì è îñíîâàí ðàññìîòðåííûé âûøå ñïî-
ñîá íàõîæäåíèÿ ÍÎÄ.

Âñ¼ æå ðàçðóøèì èíòðèãó: 323 = 17 · 19, 437 = 19 · 23, à òàê
êàê ó íèõ òîëüêî îäèí îáùèé ïðîñòîé ìíîæèòåëü (19), òî îí æå
ÿâëÿåòñÿ è èõ íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì. Îäíàêî õîðîøî áû
ðàññìîòðåòü êàêîé-íèáóäü àëüòåðíàòèâíûé ñïîñîá, ïîçâîëÿþùèé
íàõîäèòü ÍÎÄ áåç ðàçëîæåíèÿ íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè (òåì áîëåå,
âåñü íàáîð ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé íàì è íå íóæåí).

N
Òàêîé ¾àëüòåðíàòèâíûé¿ ñïîñîá åñòü � îí èçâåñòåí óæå

ïðèìåðíî äâà òûñÿ÷åëåòèÿ ïîä íàçâàíèåì ¾àëãîðèòì Åâ-
êëèäà¿. Îñíîâàí îí íà îäíîì ïðîñòîì ôàêòå:

Ñâîéñòâî 22. ÍÎÄ(a, b) = ÍÎÄ(a− b, b)

H
Èíà÷å ãîâîðÿ, åñëè îäíî èç äâóõ ÷èñåë çàìåíèòü íà ðàçíîñòü

ìåæäó ýòèìè ÷èñëàìè, òî ÍÎÄ îò ýòîãî íå èçìåíèòñÿ.

Äîêàæåì áîëåå îáùèé ôàêò: ìíîæåñòâî îáùèõ äåëèòåëåé ïàðû
÷èñåë (a, b) ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì îáùèõ äåëèòåëåé ïàðû ÷èñåë
(a− b, b). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

1. ëþáîé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë a è b òàêæå ÿâëÿåòñÿ è îáùèì
äåëèòåëåì ÷èñåë a− b è b;

2. ëþáîé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë a − b è b òàêæå ÿâëÿåòñÿ è
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îáùèì äåëèòåëåì ÷èñåë a è b.

1) Ïóñòü d � îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë a è b. Òî åñòü, a
... d è b

... d.

Íî òîãäà (a− b)
... d (ïî ñâîéñòâàì äåëèìîñòè). À ðàç (a− b)

... d è

b
... d, òî d òàêæå ÿâëÿåòñÿ è îáùèì äåëèòåëåì ÷èñåë a− b è b. Â

îäíó ñòîðîíó äîêàçàíî.

2) Òåïåðü äîêàæåì â îáðàòíóþ ñòîðîíó. Ïóñòü d � îáùèé äå-

ëèòåëü ÷èñåë a − b è b. Òî åñòü, (a − b)
... d è b

... d. Íî òîãäà

a = (a − b) + b
... d (ïî ñâîéñòâàì äåëèìîñòè). À ðàç a

... d è b
... d,

òî d òàêæå ÿâëÿåòñÿ è îáùèì äåëèòåëåì ÷èñåë a è b.

N
Ïðèìåð 47. Íàéäèòå ÍÎÄ(323, 437).

H
Äà, ýòî òà æå ñàìàÿ çàäà÷à. Îäíàêî ðåøèì å¼ ñ ïîìîùüþ àëãî-

ðèòìà Åâêëèäà. Íà îñíîâå äîêàçàííîãî îñíîâíîãî ñâîéñòâà áóäåì
äåéñòâîâàòü ïî òàêîìó ïëàíó:

Âû÷èòàåì èç áîëüøåãî ÷èñëà ìåíüøåå äî òåõ ïîð, ïîêà îä-

íî èç ÷èñåë íå ñòàíåò ðàâíî 0 (è òîãäà ÍÎÄ ðàâåí âòîðîìó

÷èñëó).

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ýòèõ âû÷èòàíèÿõ ÍÎÄ äâóõ ÷èñåë íå èç-
ìåíèòñÿ, à åñëè îäíî èç ÷èñåë ñòàíåò ðàâíî 0, òî îíî äåëèòñÿ
íà ëþáîé äåëèòåëü, ïîýòîìó íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ðàâåí
îñòàâøåìóñÿ íåíóëåâîìó ÷èñëó.

Èòàê, ïðèñòóïèì.

ÍÎÄ(323, 437) = ÍÎÄ(323, 114) = ÍÎÄ(323, 114) =
= ÍÎÄ(209, 114) = ÍÎÄ(95, 114) = ÍÎÄ(95, 19) =
= ÍÎÄ(76, 19) = ÍÎÄ(57, 19) = ÍÎÄ(38, 19) = ÍÎÄ(19, 19) =
= ÍÎÄ(0, 19) = 19.

N
Èíòåðåñåí òîò ôàêò, ÷òî äëÿ íàõîæäåíèÿ íàèáîëüøåãî

îáùåãî äåëèòåëÿ ñîáñòâåííî äåëèòü íàì è íå ïðèøëîñü.
Çàòðóäíåíèÿ âîçíèêëè ðàçâå ÷òî â ñàìîì êîíöå � ïðè-
øëîñü ìíîãîêðàòíî âû÷èòàòü èç ïåðâîãî ÷èñëà âòîðîå,
ïðåæäå ÷åì ïîëó÷èëñÿ 0 (è èçíà÷àëüíî áûëî íå òàê óæ
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î÷åâèäíî, ÷òî ïîëó÷èòñÿ 0, � âîçìîæíî, ïðèøëîñü áû ïðî-
äîëæèòü ýòîò ïðîöåññ). Îäíàêî è çäåñü ìîæíî çíà÷èòåëü-
íî ñîêðàòèòü îáú¼ì âû÷èñëåíèé, âñ¼ æå âîñïîëüçîâàâøèñü
äåëåíèåì.

Êàê äîëãî ìû áóäåì âû÷èòàòü èç ïåðâîãî ÷èñëà âòîðîå?
Ïîêà íå ïîëó÷èì ðàçíîñòü, ìåíüøå ýòîãî âòîðîãî ÷èñëà
(åñëè ýòî áóäåò 0, òî íà ýòîì è çàêîí÷èì, à åñëè íå 0, òî
òåïåðü óæå èç âòîðîãî ÷èñëà áóäåì âû÷èòàòü ïåðâîå). Íî
÷åìó æå ðàâíû ýòà ðàçíîñòü, êîòîðàÿ îñòàíåòñÿ ïîñëå òà-
êîãî âû÷èòàíèÿ? À ýòî íè ÷òî èíîå êàê îñòàòîê îò äåëåíèÿ
ïåðâîãî ÷èñëà íà âòîðîå. Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòì Åâêëè-
äà ìîæíî íåìíîãî ïîïðàâèòü, íî ñíà÷àëà ââåä¼ì ïîëåçíîå
îáîçíà÷åíèå (êîòîðîå ìîæíî áûëî áû îáúÿâèòü è ðàíüøå):

Îñòàòîê îò äåëåíèÿ a íà b áóäåì îáîçíà÷àòü êàê
a mod b.

À òåïåðü îïèøåì îñíîâíîé ôàêò, íà êîòîðîì îñíîâûâà-
åòñÿ óëó÷øåííûé âàðèàíò àëãîðèòìà Åâêëèäà:

Ñâîéñòâî 23. ÍÎÄ(a, b) = ÍÎÄ(a mod b, b)
H
Èíà÷å ãîâîðÿ, åñëè îäíî èç äâóõ ÷èñåë çàìåíèòü íà îñòàòîê îò

äåëåíèÿ ýòîãî ÷èñëà íà äðóãîå, òî ÍÎÄ îò ýòîãî íå èçìåíèòñÿ.
Òàê êàê îñòàòîê îò äåëåíèÿ a íà b � ýòî ðåçóëüòàò ïîñëåäîâà-

òåëüíîãî âû÷èòàíèÿ b èç a, òî ýòî êëþ÷åâîå ñâîéñòâî íàïðÿìóþ
ñëåäóåò èç ñïðàâåäëèâîñòè ñâîéñòâà 22.

N
Ïðèìåð 48. Íàéäèòå ÍÎÄ(1234, 5678).
H
Íà îñíîâå äîêàçàííîãî îñíîâíîãî ñâîéñòâà áóäåì äåéñòâîâàòü

ïî òàêîìó ïëàíó:

Çàìåíÿåì áîëüøåå ÷èñëî íà åãî îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà

ìåíüøåå äî òåõ ïîð, ïîêà îäíî èç ÷èñåë íå ñòàíåò ðàâíî 0

(è òîãäà ÍÎÄ ðàâåí âòîðîìó ÷èñëó).

Îòìåòèì, ÷òî ñâîéñòâî 22 íå ïåðåñòàëî áûòü âåðíûì, ïîýòî-
ìó åñëè âäðóã çàõî÷åòñÿ íå äåëèòü, à âû÷èòàòü, òî ýòî âïîëíå
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äîïóñòèìî.

ÍÎÄ(1234, 5678) = ÍÎÄ(1234, 742) = ÍÎÄ(492, 742) =
= ÍÎÄ(492, 250) = ÍÎÄ(242, 250) = ÍÎÄ(242, 8) = ÍÎÄ(2, 8) =
= ÍÎÄ(2, 0) = 2.

N
Îñîáî îòìåòèì, ÷òî òåïåðü ñîâåðøåííî íå òðåáóåòñÿ

ïðåäâàðèòåëüíî ðåøàòü òðóäíóþ çàäà÷ó ðàçëîæåíèÿ ÷èñ-
ëà íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè.

5.3 Ñâîéñòâà ÍÎÄ è ÍÎÊ

Îòìåòèì íåêîòîðûå ïîëåçíûå ñâîéñòâà ÍÎÄ, íåêîòîðû-
ìè èç êîòîðûõ ìû íåÿâíî óæå âîñïîëüçîâàëèñü.

Ñâîéñòâî 24. ÍÎÄ(a, b) = ÍÎÄ(b, a)

Ñâîéñòâî 25. Åñëèm � ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òî ÍÎÄ(m·
a,m · b) = m · ÍÎÄ(a, b).

H
Îáîñíîâàíèå ýòîãî ñâîéñòâà íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ òà-

êîâî. Åñëè óìíîæèòü íà m îáå ñòîðîíû êàæäîãî èç ðàâåíñòâ (øà-
ãîâ) àëãîðèòìà Åâêëèäà, òî ïîëó÷èì, ÷òî ÍÎÄ(m · a,m · b) =
= m]·rk, à rk � ýòî ÍÎÄ(a, b). Ñëåäîâàòåëüíî, ÍÎÄ(m·a,m·b) =
= m · ÍÎÄ(a, b).

Èìåííî íà ýòîì ñâîéñòâå íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ îñíî-
âàí ñïîñîá íàõîæäåíèÿ ÍÎÄ ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ íà ïðîñòûå
ìíîæèòåëè.

N
Ñâîéñòâî 26. Ïóñòü p � ëþáîé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë a è b.

Òîãäà ÍÎÄ(a : p, b : p) = ÍÎÄ(a, b) : p. Â ÷àñòíîñòè, åñëè p =
= ÍÎÄ(a, b), òî ÍÎÄ(a : ÍÎÄ(a, b), b : ÍÎÄ(a, b)) = ÍÎÄ(a, b) :
ÍÎÄ(a, b) = 1, òî åñòü ÷èñëà a : ÍÎÄ(a, b) è b : ÍÎÄ(a, b) �

âçàèìíî ïðîñòûå.

H
Òàê êàê a = p · (a : p) è b = p · (b : p), òî â ñèëó ïðåäûäóùåãî

ñâîéñòâà, ìû ìîæåì çàïèñàòü öåïî÷êó ðàâåíñòâ âèäà ÍÎÄ(a, b) =
= ÍÎÄ(p ·(a : p), p ·(b : p)) = p ·ÍÎÄ(a : p, b : p), îòêóäà è ñëåäóåò
äîêàçûâàåìîå ðàâåíñòâî.
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Òîëüêî ÷òî äîêàçàííîå ñâîéñòâî íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ
ëåæèò â îñíîâå ïðèâåäåíèÿ îáûêíîâåííûõ äðîáåé ê íåñîêðàòèìî-
ìó âèäó.

N
Ñâîéñòâî 27. Ïóñòü a è b � öåëûå ÷èñëà, îäíîâðåìåííî íå

ðàâíûå íóëþ, òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå öåëûå ÷èñëà u è v, ÷òî ñïðà-
âåäëèâî ðàâåíñòâî ÍÎÄ(a, b) = a · u+ b · v. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå íàèáîëüøåãî îáùå-

ãî äåëèòåëÿ ÷èñåë a è b, ýòî ðàâåíñòâî íàçûâàþò ñîîòíîøåíèåì

Áåçó, à ÷èñëà u è v � êîýôôèöèåíòàìè Áåçó.

H
Ïî àëãîðèòìó Åâêëèäà ìû ìîæåì çàïèñàòü ñëåäóþùèå ðàâåí-

ñòâà

Èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà èìååì r1 = a−b ·q1, è, îáîçíà÷èâ 1 = s1
è −q1 = t1, ýòî ðàâåíñòâî ïðèìåò âèä r1 = s1 · a + t1 · b, ïðè÷åì
÷èñëà s1 è t1 � öåëûå. Òîãäà èç âòîðîãî ðàâåíñòâà ïîëó÷èì r2 =
= b−r1·q2 = b−(s1·a+t1·b)·q2 = −s1·q2·a+(1−t1·q2)·b. Îáîçíà÷èâ
−s1·q2 = s2 è 1−t1·q2 = t2, ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæíî çàïèñàòü â
âèäå r2 = s2·a+t2·b, ïðè÷åì s2 è t2 � öåëûå ÷èñëà (òàê êàê ñóììà,
ðàçíîñòü è ïðîèçâåäåíèå öåëûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì).
Àíàëîãè÷íî èç òðåòüåãî ðàâåíñòâà ïîëó÷èì r3 = s3 · a+ t3 · b, èç
÷åòâåðòîãî r4 = s4 ·a+t4 ·b, è òàê äàëåå. Íàêîíåö, rk = sk ·a+tk ·b,
ãäå sk è tk � öåëûå. Òàê êàê rk = ÍÎÄ(a, b), è, îáîçíà÷èâ sk = u
è tk = v, ïîëó÷èì ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå ÍÎÄ òðåáóåìîãî âèäà:
ÍÎÄ(a, b) = a · u+ b · v.

N
Ñâîéñòâî 28. ÍÎÄ(a, b) · ÍÎK(a, b) = ab.

Ïðèìåð 49. Êîëÿ, Ñåð¼æà è Âàíÿ ðåãóëÿðíî õîäèëè â êèíîòå-

àòð. Êîëÿ áûâàë â í¼ì êàæäûé 3-é äåíü, Ñåð¼æà � êàæäûé 7-é,

Âàíÿ � êàæäûé 5-é. Ñåãîäíÿ âñå ðåáÿòà áûëè â êèíî. Êîãäà âñå

òðîå âñòðåòÿòñÿ â êèíîòåàòðå â ñëåäóþùèé ðàç?

H
Íà÷í¼ì îòñ÷èòûâàòü äíè îò ïåðâîãî ïîñåùåíèÿ êèíîòåàòðà

âñåìè ìàëü÷èêàìè. Íîìåð äíÿ, êîãäà â êèíîòåàòð ïðèõîäèò Êîëÿ,
äåëèòñÿ íà 3, êîãäà ïðèõîäèò Ñåð¼æà � äåëèòñÿ íà 7 è ò.ä. Çíà÷èò,
÷òîáû âñå òðîå ïðèøëè â êèíîòåàòð, íîìåð äíÿ äîëæåí îäíîâðå-
ìåííî äåëèòüñÿ íà 3, íà 5 è íà 7. Òàêèì îáðàçîì, íîìåð ýòîãî
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äíÿ äîëæåí äåëèòüñÿ íà 105, ò.å. 105, 210, 315 è ò.ä. Ïîñêîëüêó
íàñ èíòåðåñóåò ñàìûé ïåðâûé äåíü, òî ýòî äåíü ïîä íîìåðîì 105
(ýòî çíà÷èò, ÷òî äî âñòðå÷è ðåáÿòàì ïðèä¼òñÿ õîäèòü â êèíîòåàòð
áîëüøå òð¼õ ìåñÿöåâ).

N
Ïðèìåð 50. Ñóùåñòâóþò ëè 6 ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ

÷èñåë òàêèõ, ÷òî íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ïåðâûõ òðåõ èç íèõ

áîëüøå, ÷åì íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå òðåõ ñëåäóþùèõ?

H
Äà, ñóùåñòâóþò. Íàïðèìåð, òðîéêè 17, 18, 19 è 20, 21, 22. Äåé-

ñòâèòåëüíî, ÍÎÊ(17,18,19)=17·18·19=5814, à ÍÎÊ(20,21,22)=10·
21 · 22=4620.

N

Ïðèìåð 51. Äîêàçàòü, ÷òî äðîáü
12n+ 1

30n+ 1
íåñîêðàòèìà.

H
5(12n + 1) − 2(30n + 1) = 3, ïîýòîìó ÍÎÄ(12n + 1, 30n + 1)

ðàâåí 3 èëè 1. Íî 12n+ 1 íà 3 íå äåëèòñÿ.

N
Ïðèìåð 52. Æèòåëè îñòðîâà Íåâåçåíèÿ, êàê è ìû ñ âàìè,

äåëÿò ñóòêè íà íåñêîëüêî ÷àñîâ, ÷àñ íà íåñêîëüêî ìèíóò, à ìèíóòó

íà íåñêîëüêî ñåêóíä. Íî ó íèõ â ñóòêàõ 77 ìèíóò, à â ÷àñå 91

ñåêóíäà. Ñêîëüêî ñåêóíä â ñóòêàõ íà îñòðîâå Íåâåçåíèÿ?

H
Åñëè ðàçäåëèòü 77 íà êîëè÷åñòâî ìèíóò â ÷àñå, ïîëó÷èòñÿ êî-

ëè÷åñòâî ÷àñîâ â ñóòêàõ. Åñëè ðàçäåëèòü 91 íà êîëè÷åñòâî ìèíóò
â ÷àñå, ïîëó÷èòñÿ êîëè÷åñòâî ñåêóíä â ìèíóòå. Çíà÷èò, íà êîëè-
÷åñòâî ìèíóò â ÷àñå è 77, è 91 äåëÿòñÿ íàöåëî. ÍÎÄ(77, 91) =
7. Ïîñêîëüêó â ÷àñå áîëåå îäíîé ìèíóòû, â í¼ì äîëæíî áûòü 7
ìèíóò � íè íà êàêîå äðóãîå ÷èñëî, áîëüøåå åäèíèöû, 77 è 91
îäíîâðåìåííî íå äåëÿòñÿ. Òîãäà â ñóòêàõ 77 : 7 = 11 ÷àñîâ è
11 · 91 = 1001 ñåêóíäà.

N
Ïðèìåð 53. Ôîìà è Åð¼ìà íàøëè íà äîðîãå ïî ïà÷êå 11-

ðóáëåâîê. Â ÷àéíîé Ôîìà âûïèë 3 ñòàêàíà ÷àÿ, ñúåë 4 êàëà÷à è 5

áóáëèêîâ. Åð¼ìà âûïèë 9 ñòàêàíîâ ÷àÿ, ñúåë 1 êàëà÷ è 4 áóáëèêà.

Ñòàêàí ÷àÿ, êàëà÷ è áóáëèê ñòîÿò ïî öåëîìó ÷èñëó ðóáëåé. Îêà-

çàëîñü, ÷òî Ôîìà ìîæåò ðàñïëàòèòüñÿ 11-ðóáëåâêàìè áåç ñäà÷è.
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Ïîêàæèòå, ÷òî ýòî ìîæåò ñäåëàòü è Åð¼ìà.

H
Ïåðâîå ðåøåíèå. Ôîìà ñìîã çà ñâîþ ïîêóïêó ðàñïëàòèòüñÿ 11-

ðóáë¼âûìè êóïþðàìè. Åñëè ìû ê åãî ïîêóïêå äîáàâèì 33 ÷ è 11 á
(ò.å. 33 ñòàêàíà ÷àÿ è 11 áóáëèêîâ), òî çà âñ¼ â ñóììå òîæå ìîæíî
áóäåò ðàñïëàòèòüñÿ 11-ðóáëåâêàìè. Íî ýòà ïîêóïêà ñîñòàâëÿåò 36
÷+4 ê+16 á, ò.å. ðîâíî â 4 ðàçà áîëüøå ïîêóïêè Åðåìû. Íî ÷èñëà 4
è 11 âçàèìíî ïðîñòû, ïîýòîìó è çà ÷åòâåðòü áîëüøîé ïîêóïêè (çà
ïîêóïêó Åðåìû) ìîæíî ðàñïëàòèòüñÿ 11-ðóáëåâêàìè áåç ñäà÷è,
÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Âòîðîå ðåøåíèå. Óìíîæèì òî, ÷òî êóïèë Ôîìà íà òðè � âûé-
äåò 9 ñòàêàíîâ, 12 êàëà÷åé è 15 áóáëèêîâ. Ýòî òîæå äåëèòñÿ íà
11. Çàòåì îòíèìåì 11 êàëà÷åé è 11 áóáëèêîâ (âû÷òåì èõ öåíó, îò-
ñ÷èòàâ åå 11-ðóáëåâêàìè) è ïîëó÷èì òî, ÷òî êóïèë Åð¼ìà. Çíà÷èò
Åð¼ìà òîæå ìîæåò ðàñïëàòèòüñÿ 11-ðóáëåâêàìè.

N
Ïðèìåð 54. Ïåòÿ ñîáèðàåòñÿ âñå 90 äíåé êàíèêóë ïðîâåñòè

â äåðåâíå è ïðè ýòîì êàæäûé âòîðîé äåíü (òî åñòü ÷åðåç äåíü)

õîäèòü êóïàòüñÿ íà îçåðî, êàæäûé òðåòèé � åçäèòü â ìàãàçèí çà

ïðîäóêòàìè, à êàæäûé ïÿòûé äåíü � ðåøàòü çàäà÷è ïî ìàòåìà-

òèêå. (Â ïåðâûé äåíü Ïåòÿ ñäåëàë è ïåðâîå, è âòîðîå, è òðåòüå è

î÷åíü óñòàë.) Ñêîëüêî áóäåò ó Ïåòè ¾ïðèÿòíûõ¿ äíåé, êîãäà íóæ-

íî áóäåò êóïàòüñÿ, íî íå íóæíî íè åçäèòü â ìàãàçèí, íè ðåøàòü

çàäà÷è? Ñêîëüêî ¾ñêó÷íûõ¿, êîãäà ñîâñåì íå áóäåò íèêàêèõ äåë?

H
Çàíóìåðóåì äíè ÷èñëàìè îò 0 äî 89. Ïåòÿ êóïàåòñÿ â äíè ñ

÷¼òíûìè íîìåðàìè, åçäèò â ìàãàçèí â äíè ñ íîìåðàìè, êðàòíû-
ìè 3, è ðåøàåò çàäà÷è â äíè, ñ íîìåðàìè, êðàòíûìè 5. Òàêèì
îáðàçîì, íàì ñëåäóåò îòâåòèòü íà äâà âîïðîñà: 1) ñêîëüêî ñóùå-
ñòâóåò ÷¼òíûõ ÷èñåë îò 0 äî 89, êîòîðûå íå äåëÿòñÿ íè íà 3, íè
íà 5; 2) ñêîëüêî ñóùåñòâóåò íå÷¼òíûõ ÷èñåë îò 0 äî 89, êîòîðûå
íå äåëÿòñÿ íè íà 3, íè íà 5? Îòâåòû íà ýòè âîïðîñû îäèíàêîâû.
Äåéñòâèòåëüíî, ðàçîáü¼ì íàøè ÷èñëà íà ïàðû ñ ðàçíîñòüþ 45: 0,
45, 1, 46, ..., 44, 89. Â êàæäîé ïàðå � äâà ÷èñëà ðàçíîé ÷åòíîñòè,
ïðè ýòîì åñëè îäíî èç ÷èñåë ïàðû íå äåëèòñÿ íè íà 3, íè íà 5, òî
è âòîðîå òîæå. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî îòâåòèòü íà âîïðîñ 1). Çàìå-
òèì, ÷òî ÷¼òíûõ ÷èñåë îò 0 äî 89 ðîâíî ïîëîâèíà, òî åñòü 45. Èç
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íèõ êàæäîå òðåòüå êðàòíî 3 (âñåãî 15 ÷èñåë), êàæäîå ïÿòîå êðàò-
íî 5 (9 ÷èñåë) è êàæäîå ïÿòíàäöàòîå êðàòíî 15 (3 ÷èñëà). Òàêèì
îáðàçîì, ÷¼òíûõ ÷èñåë, êðàòíûõ ëèáî 3, ëèáî 5, ðîâíî 15 + 9 �
3 = 21 (ìû âû÷èòàåì 3, òàê êàê â ñóììå 15 + 9 ÷èñëà, êðàòíûå
15, ñîñ÷èòàíû äâàæäû). Çíà÷èò, èíòåðåñóþùèõ íàñ ÷èñåë 45 � 21
= 24.

N
Ïðèìåð 55. Äàí ïðÿìîóãîëüíèê 100 × 101, ðàçáèòûé ëèíèÿ-

ìè ñåòêè íà åäèíè÷íûå êâàäðàòèêè. Íàéäèòå ÷èñëî îòðåçêîâ, íà

êîòîðîå ëèíèè ñåòêè ðàçáèâàþò äèàãîíàëü.

H
Êàæäàÿ èç 100 ãîðèçîíòàëüíûõ è êàæäàÿ èç 99 âåðòèêàëüíûõ

ëèíèé ñåòêè, èäóùèõ âíóòðè ïðÿìîóãîëüíèêà, ïåðåñåêàåò äèàãî-
íàëü â íåêîòîðîé òî÷êå. Ïîêàæåì, ÷òî íå íàéäåòñÿ ãîðèçîíòàëü-
íîé è âåðòèêàëüíîé ëèíèé ñåòêè, ïåðåñåêàþùèõ äèàãîíàëü â îä-
íîé òî÷êå. Ïîñëå ýòîãî ðåøåíèå ñòàíîâèòñÿ ÿñíûì � 199 ðàç-
ëè÷íûõ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ãîðèçîíòàëüíûõ è âåðòèêàëüíûõ ëè-
íèé ñåòêè ñ äèàãîíàëüþ ðàçäåëÿò äèàãîíàëü íà 200 îòðåçêîâ. Äëÿ
óäîáñòâà ââåäåì ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê, ÷òîáû íà÷àëî êîîðäèíàò
ñîâïàäàëî ñ îäíîé èç âåðøèí ïðÿìîóãîëüíèêà. Äèàãîíàëü ñîåäè-
íÿåò íà÷àëî êîîðäèíàò ñ òî÷êîé (100;101). Åñëè áû íàøëèñü ãîðè-
çîíòàëüíàÿ è âåðòèêàëüíàÿ ëèíèè ñåòêè, ïåðåñåêàþùèå äèàãîíàëü
â îäíîé òî÷êå, òî ýòà òî÷êà ëåæàëà áû íà äèàãîíàëè è èìåëà áû
öåëûå êîîðäèíàòû (a; b). Òàê êàê óãëîâîé êîýôôèöèåíò äèàãîíà-
ëè ðàâåí 101/100, òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ b/a = 101/100, à ýòî
íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó 0 < a < 100, 0 < b < 101 è äðîáü 101/100
íåñîêðàòèìà.

Îòâåò: 200

N
Ïðèìåð 56. Íàéòè âñå òàêèå íàòóðàëüíûå k, êîòîðûå ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû äâóõ âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë, îòëè÷íûõ

îò 1.

H
Ëþáîå íå÷¼òíîå ÷èñëî k = 2n + 1 > 3 ëåãêî ïðåäñòàâèòü â

íóæíîì âèäå: k = n+ (n+ 1). ×¼òíîå ÷èñëî, êðàòíîå 4, (k = 4n)
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû ÷èñåë 2n + 1 è 2n − 1. Ïîñëåäíåå
÷èñëî áîëüøå 1 ïðè k > 8. Íàêîíåö, ÷èñëî k âèäà 4n + 2 ïðåä-
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ñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû (2n+ 3) + (2n− 1). Ýòè ÷èñëà âçàèìíî
ïðîñòû, ïîñêîëüêó èç ðàçíîñòü ðàâíà 4, à 4 âçàèìíî ïðîñòî ñ ëþ-
áûìè íå÷¼òíûìè ÷èñëàìè. Ïîñëåäíåå ÷èñëî áîëüøå 1 ïðè k > 10.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðåäñòàâèëè â íóæíîì âèäå âñå ÷èñëà, êðî-
ìå 1, 2, 3, 4 è 6. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî íè îäíî ýòèõ ÷èñåë â
òðåáóåìîì âèäå ïðåäñòàâèòü íåëüçÿ.

Îòâåò: âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, êðîìå 1, 2, 3, 4 è 6.

N

Ïðèìåð 57. Ìîæåò ëè ïðîèçâåäåíèå òðåõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë áûòü ñòåïåíüþ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà (êâàäðà-

òîì, êóáîì è ò.ä.)?

H

Ïóñòü òàêèå ÷èñëà íàøëèñü � ýòî ÷èñëà n − 1, n, n + 1, è èõ
ïðîèçâåäåíèå ÿâëÿåòñÿ m-îé ñòåïåíüþ íàòóðàëüíîãî. Ïîñêîëüêó
÷èñëî n âçàèìíî ïðîñòî ñ ÷èñëàìè n−1 è n+1, òî ëþáîé ïðîñòîé
äåëèòåëü ÷èñëà n âõîäèò â ðàçëîæåíèå ÷èñëà (n−1)n(n+1) ñ òà-
êèì æå ïîêàçàòåëåì, ñ êàêèì îí âõîäèò â ðàçëîæåíèå ÷èñëà n, ò.å.
îí âõîäèò â ðàçëîæåíèå ÷èñëà n â ñòåïåíè, êðàòíîé m. Ïîýòîìó
n (à ñëåäîâàòåëüíî, è n2) ÿâëÿåòñÿ m-îé ñòåïåíüþ íàòóðàëüíîãî
÷èñëà. Òîãäà (n−1)(n+1) = n2−1 òàêæå ÿâëÿåòñÿm-îé ñòåïåíüþ
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, êàê ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ ÷èñåë (n − 1)n(n +
+ 1) è n, ÿâëÿþùèõñÿ m-ûìè ñòåïåíÿìè. Òàêèì îáðàçîì, íàìè
íàéäåíû äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñëà � n2 è n2−1,
ÿâëÿþùèåñÿ m-ûìè ñòåïåíÿìè. ßñíî, ÷òî ýòî íåâîçìîæíî, òåì
ñàìûì ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå.

N

5.4 Çàäàíèÿ äëÿ øêîëüíèêîâ

Â ýòîì ðàçäåëå ïðåäëàãàåò êîìïëåêò çàäàíèé äëÿ èñ-
ïîëüçîâàíèÿ íà çàíÿòèÿõ ìàòåìàòè÷åñêîãî îáúåäèíåíèÿ
ïî òåìå ¾Îñíîâû òåîðèè ÷èñåë¿ (¾ÍÎÄ è ÍÎÊ¿). Çàäà-
íèÿ áóäóò ðàçäåëåíû íà ãðóïïû: äëÿ ðåøåíèÿ íà çàíÿòèè
(âîçìîæíî äàæå äëÿ âûäà÷è êîìïëåêòà çàäàíèé øêîëüíè-
êàì) è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ äîìà.
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ÍÎÄ è ÍÎÊ

(Äëÿ ó÷àùèõñÿ 2 ãîäà îáó÷åíèÿ â ãðóïïàõ 6-8 êëàññîâ.)

Çàäàíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ íà çàíÿòèè

1. Íàéäèòå ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ íà ïðîñòûå ìíîæè-
òåëè:

(a) ÍÎÄ(100, 36) è ÍÎÊ(100, 36);
(b) ÍÎÄ(144, 225) è ÍÎÊ(144, 225);
(c) ÍÎÄ(264, 715).

2. Íàéäèòå ÍÎÄ ÷èñåë:

(a) 175 è 624,
(b) 403 è 257,
(c) 403 è 247.

3. Êîíôåòû ¾Ñëàäêàÿ ìàòåìàòèêà¿ ïðîäàþòñÿ ïî 12
øòóê â êîðîáêå, à êîíôåòû ¾Ãåîìåòðèÿ ñ îðåõàìè¿ �
ïî 15 øòóê â êîðîáêå. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî êîðî-
áîê êîíôåò òîãî è äðóãîãî ñîðòà íåîáõîäèìî êóïèòü,
÷òîáû òåõ è äðóãèõ êîíôåò áûëî ïîðîâíó?

4. Êîëÿ, Ñåð¼æà è Âàíÿ ðåãóëÿðíî õîäèëè â êèíîòå-
àòð. Êîëÿ áûâàë â í¼ì êàæäûé 3-é äåíü, Ñåð¼æà �
êàæäûé 7-é, Âàíÿ � êàæäûé 5-é. Ñåãîäíÿ âñå ðåáÿòà
áûëè â êèíî. Êîãäà âñå òðîå âñòðåòÿòñÿ â êèíîòåàòðå
â ñëåäóþùèé ðàç?

5. Íàéäèòå òàêèå öåëûå x è y, ÷òî

(a) ÍÎÄ(6, 4) = 6x+ 4y,
(b) ÍÎÄ(36, 24) = 36x+ 24y,
(c) ÍÎÄ(69, 35) = 69x+ 35y.
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6. Æèòåëè îñòðîâà Íåâåçåíèÿ, êàê è ìû ñ âàìè, äåëÿò
ñóòêè íà íåñêîëüêî ÷àñîâ, ÷àñ íà íåñêîëüêî ìèíóò, à
ìèíóòó íà íåñêîëüêî ñåêóíä. Íî ó íèõ â ñóòêàõ 77
ìèíóò, à â ÷àñå 91 ñåêóíäà. Ñêîëüêî ñåêóíä â ñóòêàõ
íà îñòðîâå Íåâåçåíèÿ?

7. Ôîìà è Åð¼ìà íàøëè íà äîðîãå ïî ïà÷êå 11-ðóáëåâîê.
Â ÷àéíîé Ôîìà âûïèë 3 ñòàêàíà ÷àÿ, ñúåë 4 êàëà÷à
è 5 áóáëèêîâ. Åð¼ìà âûïèë 9 ñòàêàíîâ ÷àÿ, ñúåë 1
êàëà÷ è 4 áóáëèêà. Ñòàêàí ÷àÿ, êàëà÷ è áóáëèê ñòîÿò
ïî öåëîìó ÷èñëó ðóáëåé. Îêàçàëîñü, ÷òî Ôîìà ìî-
æåò ðàñïëàòèòüñÿ 11-ðóáëåâêàìè áåç ñäà÷è. Ïîêàæè-
òå, ÷òî ýòî ìîæåò ñäåëàòü è Åð¼ìà.

8.

Ïðèìå÷àíèå. Ïðåäëîæåííûå çàäà÷è è àíàëîãè÷íûå èì
îáñóæäàëèñü âûøå ïðè ðàçáîðå äàííîé òåìû.

Äîìàøíåå çàäàíèå

1. Íàéäèòå ÍÎÄ ÷èñåë:

(a) 137 è 257,
(b) 493 è 703.

2. Ñóùåñòâóþò ëè 6 ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ
÷èñåë òàêèõ, ÷òî íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ïåðâûõ
òðåõ èç íèõ áîëüøå, ÷åì íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå
òðåõ ñëåäóþùèõ?

3. Ïåòÿ ñîáèðàåòñÿ âñå 90 äíåé êàíèêóë ïðîâåñòè â äå-
ðåâíå è ïðè ýòîì êàæäûé âòîðîé äåíü (òî åñòü ÷åðåç
äåíü) õîäèòü êóïàòüñÿ íà îçåðî, êàæäûé òðåòèé � åç-
äèòü â ìàãàçèí çà ïðîäóêòàìè, à êàæäûé ïÿòûé äåíü
� ðåøàòü çàäà÷è ïî ìàòåìàòèêå. (Â ïåðâûé äåíü Ïå-
òÿ ñäåëàë è ïåðâîå, è âòîðîå, è òðåòüå è î÷åíü óñòàë.)
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Ñêîëüêî áóäåò ó Ïåòè ¾ïðèÿòíûõ¿ äíåé, êîãäà íóæ-
íî áóäåò êóïàòüñÿ, íî íå íóæíî íè åçäèòü â ìàãàçèí,
íè ðåøàòü çàäà÷è? Ñêîëüêî ¾ñêó÷íûõ¿, êîãäà ñîâñåì
íå áóäåò íèêàêèõ äåë?

5.5 Äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷è

39. Íàéäèòå ÍÎÄ(256, 90).
40. Íàéäèòå ÍÎÄ(528, 5654).
41. Äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëà 27x + 4 è 18x + 3 âçàèìíî

ïðîñòûå ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì x.
42. Èãîðü çàêðàñèë â êâàäðàòå 6 × 6 íåñêîëüêî êëå-

òîê. Ïîñëå ýòîãî îêàçàëîñü, ÷òî âî âñåõ êâàäðàòèêàõ 2× 2
îäèíàêîâîå ÷èñëî çàêðàøåííûõ êëåòîê è âî âñåõ ïîëîñêàõ
1 × 3 îäèíàêîâîå ÷èñëî çàêðàøåííûõ êëåòîê. Äîêàæèòå,
÷òî ñòàðàòåëüíûé Èãîðü çàêðàñèë âñå êëåòêè.
43. Îòåö ãîâîðèò ñûíó:

� Ñåãîäíÿ ó íàñ ó îáîèõ äåíü ðîæäåíèÿ, è òû ñòàë ðîâíî
â 2 ðàçà ìîëîæå ìåíÿ.
� Äà, è ýòî âîñüìîé ðàç çà ìîþ æèçíü, êîãäà ÿ ìîëîæå
òåáÿ â öåëîå ÷èñëî ðàç.
Ñêîëüêî ëåò ñûíó, åñëè îòåö íå ñòàðøå 75 ëåò?
44. Ïÿòü ìîðÿêîâ âûñàäèëèñü íà îñòðîâ è ê âå÷åðó

íàáðàëè êó÷ó êîêîñîâûõ îðåõîâ. Äåëåæ îòëîæèëè íà óòðî.
Îäèí èç íèõ, ïðîñíóâøèñü íî÷üþ, óãîñòèë îäíèì îðåõîì
ìàðòûøêó, à èç îñòàëüíûõ îðåõîâ âçÿë ñåáå òî÷íî ïÿòóþ
÷àñòü, ïîñëå ÷åãî ë¼ã ñïàòü è áûñòðî óñíóë. Çà íî÷ü òàê æå
ïîñòóïèëè îäèí çà äðóãèì è îñòàëüíûå ìîðÿêè; ïðè ýòîì
êàæäûé íå çíàë î äåéñòâèÿõ ïðåäøåñòâåííèêîâ. Íà óòðî
îíè ïîäåëèëè îñòàâøèåñÿ îðåõè ïîðîâíó, íî äëÿ ìàðòûøêè
â ýòîò ðàç ëèøíåãî îðåõà íå îñòàëîñü. Êàêèì ìîãëî áûòü
íàèìåíüøåå ÷èñëî îðåõîâ â ñîáðàííîé êó÷å?
45. Ï¼òð ðîäèëñÿ â XIX âåêå, à åãî áðàò Ïàâåë � â

XX âåêå. Îäíàæäû áðàòüÿ âñòðåòèëèñü íà ïðàçäíîâàíèè
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ñâîåãî îáùåãî äíÿ ðîæäåíèÿ. Ï¼òð ñêàçàë: ¾Ìîé âîçðàñò
ðàâåí ñóììå öèôð ãîäà ìîåãî ðîæäåíèÿ¿. ¾Ìîé òîæå¿, �
îòâåòèë Ïàâåë. Íà ñêîëüêî ëåò Ïàâåë ìëàäøå Ïåòðà?
46. Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå äåñÿòü ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ÷òî èõ ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå áîëü-
øå èõ íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ à) ðîâíî â øåñòü ðàç;
á) ðîâíî â ïÿòü ðàç?
47. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïàð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ó êî-

òîðûõ íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå (ÍÎÊ) ðàâíî 2000?
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